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INTRODUCTION. 



J'avais, depuis longtemps, l'intention de reprendre mes 
anciennes recherches sur les fonctions algébriques de deux 
variables et de les présenter sous une forme plus didactique 
en les précisant et les complétant autant qu'il me serait pos- 
sible ; c'est ce que je me proposais de faire dans un Mémoire 
de quelque étendue. Je n'ai pas tardé à reconnaître qu'il était 
indispensable, pour la clarté, de reprendre en même temps 
les travaux classiques de M. Noelher, qui sont fondamentaux 
dans cette théorie, et le travail projeté devenait ainsi une 
sorte de Traité sur la théorie des fonctions algébriques de 
deux variables. Mais, dans ces dernières années, ces ques- 
tions ont fait l'objet d'un si grand nombre de recherches, 
surtout en Italie, qu'il était impossible de les passer sous 
silence, et je craignais, d'autre part, de m'engager seul dans 
un domaine très étendu où seraient nécessaires des recherches 
bibliographiques et la lecture de nombreux Mémoires. Mon 
ami, M. Simart, qui m'a déjà rendu de grands services dans 
la publication de mon Traité d'Analyse, ayant bien voulu me 
promettre son concours, a levé mes hésitations. J'ai traité cet 
hiver dans mon cours delà Théorie des surfaces algébriques, 
et nous avons, M. Simart et moi, rassemblé ces Leçons dans 
le Tome premier, que nous publions aujourd'hui. 

On pensera, peut-être, que notre tentative est prématurée, 
et que la Théorie des fonctions algébriques de plusieurs va- 
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VI INTRODUCTION. 

riables présente encore trop de lacunes pour pouvoir faire 
Tobjet d'une exposition d'ensemble. Nous n'avons certes pas 
la prétention d'approfondir toutes les questions qui se posent 
dans cette théorie difficile ; notre seul but est de donner une 
idée de l'état actuel de la Science sur un sujet dont l'étude 
mérite de tenter l'effort de nombreux chercheurs. 

Nous nous sommes, dans ce Volume, étendus assez lon- 
guement, au début, sur diverses questions préliminaires con- 
cernant les intégrales multiples et la Géométrie de situation. 
Nous traitons ensuite de la connexion dans les surfaces algé- 
briques et des intégrales de différentielles totales. Les deux 
derniers Chapitres sont consacrés à l'étude des nombres 
invariants introduits par Clebsch et Noether, et aux inté- 
grales doubles qui s'y rattachent. 

Nous nous proposons, dans le Tome II, de compléter 
divers points qui n'ont été qu'effleurés dans le présent 
Volume, et de faire des applications à quelques questions de 
Calcul intégral ; nous espérons aussi faire connaître les prin- 
cipaux résultats obtenus dans ces derniers temps par 
MM. Castelnuovo et Enriques, résultats qui ont renouvelé 
toute une partie de la Théorie des surfaces. 
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THEORIE 



FONCTIONS ALGÉBRIQUES 



DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 



CHAPITRE L 

DES INTÉGRALES MULTIPLES DE FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 



I. — Des intégrales simples et des intégrales multiples 
d'ordre n --- 1 dans l'espace à n dimensions. 

1. On saiL ce que l'on doiL entetidte par iriLégrale miiUiple 
d'ordre n dans l'espace à n dimensions. Nous nous proposons de 
définir les intégrales multiples, dont l'ordre m est inférieur à 
celui n des dimensions, et de ctercher les conditions d'intégra- 
bilité de ces intégrales. 

Nous nous occuperons tout d'abord des deux cas exlrénics, re 
la tifs à m:= i et ni^-rn^i, ce qui nous permettra d'aborder 
plus facilement l'étude des cas intermédiaires. 

2. Quoique le cas de m = i soit bien élémentaire, reprenons- 
le pour être complet; soient X\^ a^j, ..., Xa, n variables réelles 
que l'on considère comme les coordonnées d'un joomi dans l'es- 
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(l) I Pi<^.B,-l-I%rfr,-i-...-i-P„rf:c,„ 

dans lacjueile P,, Pj, ..., P,, sonl des fonctions bien déterminées 
eu coniinuescie^i,Xai ■■•,^n et où A el B désignent deux points, 
dans l'espace E„, dont les coordonnées sont respectivement œ,, 
«„..,.,, et p„ ?„...,?,. 

Cette intégrale n'aura de sens que lorsque nons aurons fisé lo 
chemin d'intégration, c'est-à-dire une eourbc C, ou variété à 
une dimension, joignant le point A au point B. Soient 

Jes coordonnées d'nn point quelconque de la courbe C exprimées 
en fonction d'un paramètre ). : les fonctions o sont des fonctions 
continues de î>, et quand À variera d'une manière conlinue de "kg 
àX,, le point (^i, x^, ..,, x„) décrira la courbe C. L'intégrale (i), 
prise le long de C, est alors, par définition, l'intégrale simple 



Hdinai 



Ù'' 






C'est la généralisation de l'intégrale curviligne, dans les es- 
paces à deux et trois dimensions. On peut, comme dans ces cas, 
envisager un contour d'intégration fermé, dans lequel le point 
d'arrivée coïncide avec le point de départ, et il y a lieu de re- 
marquer que cette intégration peut être effectuée dans deux sens 
opposés. 

3. Nous devons nous poser pour l'intégrale (i) une question 
analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales curvilignes 
ordinaires : A quelles conditions l'intégrale (i) ne dépendra- 
t-elle que de ses limites? 

Envisageons dans l'espace E^, un doonaine continu D, simple- 
ment connexe, à l'intérieur duquel les fonctions P,, P3, ..., P„ 
sont uniformes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles. Les 
courbes, joignant les deux points A et B, que nous aurons à 
considérer, appartiennent tout entières à ce domaine et peuvent 
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DES INTÉGRALES MULTIPLES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, 3 

être ramenées l'une à l'autre par une déformation continue san* 
en sortir. 

Nous cherclions donc les conditions nécessaires et sujflsaiite^ 
auxquelles doivent satisfaire les fonctions P, dans le domaine D, 
pour que la valeur de l'intégrale (i) soit indépendante de la tra- 
jectoire suivie par le point (;c,, x^, ..., Xn) entre les points A et 
B et dépende uniquement des coordonnées du point A et de celles 
du point B. 

Les conditions nécessaires s'obtiennent immédiatement, en 
supposant d'abord qu'on ne fasse varier que deux des coor- 
données, xi, et X/i, par exemple. L'intégrale (i) se réduit alors à 
l'intégrale curviligne ordinaire 



/-'.' 



Les conditions d'inlégrabilité sont 



En considérant tontes les combinaisons différentes de n lettres 

deux à deux, on obtient ainsi ; conditions d' inlégrabililé 

nécessaires. 

4. Ces conditions sont aussi suffisantes. Pour le monlrer, in- 
troduisons un paramètre variable s, et envisageons la courbe va- 
riable définie par les équations 

:^,^ ■?,()., 0. ^.- ?,(>., s), ..., ,r.= :=.(),, 0- 

Les fonctions o sont supposées indépendantes de s, quand on y 
fait \ = \q el^K ^\, : ponr X = î,,, elles se réduisent respective- 
ment à ct|, ctj, ..., «n coordonnées du point A, et pour ), = X, à 
3n p2î ■■■! P„ coordonnées du point B. 

Faisons varier à la fois \ et s, l'intégrale (t) prendra la forme 

(àTl , 
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4 CTrAPITRE I. 

C'est une intégrale curviligne ordinaire relative aux deux va- 
riables }. et s, et un calcul très simple montre de suite que, si les 
relations (2) sont satisfaites, les coefficients de dl. el de d% satis- 
font à la condition d'întégrabilité 



(4) 



(2^'ï)=s(2:"'ï)- 



On en conclut que l'intégrale (3), effectuée le long d'un con- 
tour fermé tracé dans le plan des (X, s), est niiUe si, à l'intérieur 
de ce contour, la condition (4) est satisfaite, les fonctions P 
étant toujours telles que nous l'avons supposé. 



Prenons comme conlonr d'intégration le rectangle ABCD, dé- 
fini par les segments OA=A„, OB = ).,, AC=I5D = ï. On 
aura, sans qu'il soit besoin d'écrire l'élément différentiel sous le 
signe somme, la relation 

Or l'intégrale effectuée le long de BD se réduit k 

puisque, le long de cette ligne, la valeur do 1 est constante. 
D'ailleurs, pour X= X, les fonctions cp sont, par hypothèse, indé- 
pendantes de e; donc cette intégrale est identiquement nulle. It 
en est de même de l'intégrale prise le long de CA, Nous concluons 
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X -x ■ 



c'est-à-dire que l'intégrale (i) ne change pas de valeur quand on 
déforme le contour d'intégration, sous les conditions spécifiées. 

Par conséquent, les relations (2) sont bien les conditions né- 
cessaires et suffisantes d'intégration. 

Le résultat précédent donne lien aux conclusions suivantes : 

SI la courbe C, fermée et continue, peut en se déformant so 
réduire à un point sans sortir d'un domaine D linéairement con- 
nexe à l'intérieur duquel les fonctions P), Pj, .,., P„ sont uni- 
formes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles, l'intégrale 
prise le long de ce contour sera certainement nulle. 

Nous verrons, dans le Chapitre suivant, ce qu'on doit entendre 
par un domaine à connexion multiple 'dans l'espace £«, mais, 
sans aborder cette question, on conçoit, par analogie à ce 
qui a lieu dans l'espace ordinaire, qu'un domaine D, continu, 
satisfaisant aux conditions précédentes, soit tel que toute courbe 
fermée lui appartenant ne puisse se réduire à un point. L'inté- 
grale prise le long d'un contour fermé appartenant à ce domaine 
devra alors nécessairement se réduire à des multiples d'un certain 
nombre d'entre elles qui seront les périodes de l'intégrale consi- 
dérée. 

5. Passons maintenant aux intégrales multiples d'ordre n — i 
dans l'espace à n dimensions. Quelques remarques préliniioaires 
sont nécessaires, relatives aux variétés ou surfaces an — 1 di- 
mensions dans l'espace à n dimensions. 

Considérons l'équation 

(5) F(^„cc,,...,x„) = o, 

OÙ F désigne une fonction uniforme, continue, dont toutes les 
dérivées partielles sont aussi continues et ne s'annulent jamais 
toutes à la fois sur F. L'ensemble des points de l'espace E„, qui sa- 
tisfont a cette relation, forme une variété an — 1 dimensions, V, 
ou hjpersurface. Cette variété est continue si l'on peut toujours 
réunir, par une courbe continue entièrement tracée sur elle, deux 
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points arbitraires de celte -variété. Elle est finie, si tons ses 
[loints satisfont à la condition 

Il étant une constante fixe, suffisamment grande. 

Nous dirons que la vai-iété V, définie par la seule équation (5), 
en fermée si elle est finie et continue. 

Dans ce qni suit, nous supposerons en outre que celte variété 
est convexe, c'est-à-dire qu'une parallèle à l'un quelconque des 
axes de coordonnées qui rencontre cette variété la rencontre en 
deux points et en deux points seulement. Enfin, comme dernière 
hypothèse, nous admettrons qu'il n'existe, sur la variété V, 
aucune relation identique entre deux quelconques on plusieurs 

des dérivées partielles y—' -;— ■ ■ ■•■ ■; — 

Comme exemple d'une variété satisfaisant à toutes ces condi- 
tions, on peut citer l'hypersplière 

Cela posé, on voit que la variété V divisera l'espace E,j en deux 
régions, l'une déterminée par l'inégalité F-Co, et l'autre par 
l'inégalité F >• o, sans qu'il soit possible de passer d'un point de 
l'une à un point de l'autre sans traverser la surface. Nous dési- 
gnerons sous le nom de région intérieure celle de ces régions 
dont tous les points satisfont en outre à l'inégalité (6) et l'on 
peut toujours disposer de F de manière que ce soit celle qui cor- 
respondent à l'inégalité F <; o. L'inégalité F > o définit alors la 
région des points extérieurs. 

6. Maintenant, par analogie avec les surfaces daus l'espace or- 
dinaire, nous considérerons les dérivées partielles 

comme les paramètres d'une normale à la variété V, et nous 
allons démontrer qu'on peut toujours trouver sur cette variété 
une région pour laquelle toutes ces dérivées partielles aient le 
même signe. Envisageons la droite parallèle à Taxe des x,, dont 
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les équations sont 

el dont ou obtient totis les points en faisant varier x, de — co à 

-l-ûo. Soit alors B le premier point de rencontre de cette droite 

avec la surface et A le second. La fonction F, C[ni s'annule en Â 

et E, est positive lorsque a; varie de — co au point A, négative 

entre le point A et le point B, positive du point B à 4- co. On eu 

conclut qu'au point B, ou point d'entrée, -r— est négatif, et qu'au 

. . , . dF . .~ 

iioint A, ou point de sortie, --- estpositit. 

St donc on considère l'ensemble de toutes les droites (7) qui 
rencontrent lu surface, elles diviseront cette sinface en deux 
régions : l'une pour laquelle on aura y- > o, l'autre pour la- 
qucUe ^ < o. 

Envisageons de même l'ensemble des droites parallèles à l'ax-c 
des Xî qui coupent la surface, elles la partageront en deux nou- 
velles régions correspondantes à j- >■ o et à ^ — < o. Ces régions 
ne se confondent pas avec les précédentes puisqu'il n'esîste pas, 
par hypothèse, sur V, de relation identique entre les dérivées v— , 
-: — On peut donc séparer sur la variété V une région pour la- 
quelle on ait à la fois - — >■ o et -7— > o. Nous considérerons en- 
suite l'ensemble des droites parallèles à l'axe des T3, et en conti- 
nuant ainsi de proche, nous arriverons à séparer sur la variété V 
une région I pour laquelle toutes les dérivées partielles sont posi- 



7. Au lieu de l'équation (5), qui définit la variété \', ou peut 
insidérer l'ensemble des équations équivalentes 

I Xs=/l(Ui, U,, . .., II,,-,). 
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CHAPITEE r. 

■ , u,i_i sont à considérer comme n ■ — i variables v- 



(lépendanLes. 

On en déduit !os relations 



D(«,,Ks, ,..,M,[_|) 



1 


0(3!,, ar»,. 




,x„. 


,a;,) 




D(«|, «s, 




-, n-t) 


.,.. 


l>iso, 


iCl 


, a^i) 








- D(«„«(,...,«,^,) - D(u„«„. ..,«„_,) 

dansIesqueties,;70«rro/'rf/'e(/ej indices adopté, on devra aÉFec ter 
du signe + tous les déterminants fonctionnels si n est impair, et 
prendre alternativement le signe — et ie signe +, si n est pair. 

Choisissons l'ordre des u de manière que, sur ia région I 
de V, considérée plus haut, pour laquelle toutes les dérivées^ 
sont positives, celte suite de rapports soit positive. Si l'on 
effectue alors une permutation sur les u, le signe .changera ou 
ne changera pas suivant la nature de cette permutation. Par ana- 
logie avec ce qui a lieu pou ries surfaces dans l'espace à trois dimen- 
sions, nous distinguerons, sur la variété V, deux côtés déterminés 
par l'ordre dans lequel les lettres «i, «j, ..., ««_, sont écrites, un 
côté extérieur correspondaut à un ordre tel que, dans la région I, 
tous les déterminants fonctionnels précédents affectés de leur 
signe soient positifs, et un côté intérieur correspondant à un 
ordre tel que ces déterminants soient négatifs. 

On exprime encore ce fait en disant que si, dans les équa- 
tions (8), deux variahles i( sont permutées, elles représentent V 
ou une variété opposée à V. 

8. Ces préliminaires étant posés, pour arriver à la notion d'une 
intégrale multiple d'ordre n — i dans l'espace à n dimensions, 
nous partirons, si n est impair, de Fintégralc 



<" fJ'.---f{Si^S,*--*S;) 



dcci ttcj . . . dx„ , 



où toutes les dérivées partielles sont affectées du signe - 
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étendant cette intégrale au domaine des points intérieurs défini 
par F < o dans l'espace E„ ; el dans ce domaine on suppose, bien 
entendu, que les fonctions P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles 
sont uniformes et continues. 

Si n est pair, nous envisagerons l'intégrale analogue 

mais dans laquelle les dérivées partielles sont affectées alternative- 
ment du signe -H et du signe — . 

Considérons le premier terme de l'une ou de l'autre de ces inté- 



/ ( ■ • • i -^ — ^1^1 d^i ■ 



On peut effectuer l'intégration par rapport à x, , et, en désignant 
respectivement par B et A les points d'entrée et de sortie d'une 
parallèle à l'axe des x,-, l'intégrale précédente se réduira à l'inté- 
grale d'ordre « — i 

f f ■■■ f dx^dx-, ... dj:J\\^-\-n). 

ïoiis les points A appartiennent à la région des points de la va- 
riété V pour laquelle -j— > o ; tous les points B à la région pour 

laquelle ^<o. 

Introduisant les variables in dépendantes Ki,?^^,..., ;/„_,, choisies 
dans un ordre qui corresponde au côté extérieur de V, on aura 
pour les points A 

djc^ dx^ . . . dœ„— p— ^^ — ^" " "' — — du, . . . du„-i 

et pour les points B 

dj:. dx, . . . dx,, = — =77 — -A- dai . . . rfu,,-,, 

D(m,, ..., «„_,) 

de sorte que l'intégrale (lo)sera égale à l'intégrale d'ordre {n — i) 

ff .../"P "'"■■ "•'■■■'"■> ■<■., ■i......A,._., 
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étendae au côté extérieur de la variété V définie par l'cqua- 
tion F^ o. 

Le même mode de raisonnement montre, en s'appiiyant pour les 
signes sur le lemme du parag;raphe précédent, que l'intégrale 

Il ■ ■ ■ / ± -^ dxi (fe, . . . dx„ 
est égale à l'intégrale d'ordre ii — i 

étendue comme la première au côté extérieur de la variété V; et 
de même pour tous les autres termes de l'intégrale (9), 
Finalement nous pourrons écrire l'égalité 









„ D(3:,,igi, ■ 



\ D(M,,i<s, ...,M„_|)J ■■■ " ' 

l'intégrale d'ordre n étant étendue au domaine défini par F < o, 

et l'intégrale d'ordre n — 1 au côté extérieur de la variété V (F = o) . 

On représente symboliquement l'intégrale d'ordre [n — 1), écrite 

dansje second membre de celte égalité, par l'expression 

1/1 - • ■ / P dxi dxf . . , dx„ 
-H Q dx-i (Aci . . . da:„ dxi -F- . . . + S dx^ dx^ . . . dx,^.. 1, 

dans laquelle l'ordre des indices des variables ^i, ^2, ...,^„ne 
doit pas être interverti ; c'est à-dire que, par définition, cette in- 
tégrale est égale à l'intégrale 

ce . f\-p D(^.,^.-.-..^..) 

-H S ^, — ■ — ■^—^- du, . . . du,,^, . 

D{uu ...,u„-i)j 
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étendue, suivanl l'ordre des u. à nii côté ou à l'antre d'une va- 
riété V définie par l'équalion (o) F= o, ou par le groupe des 
équations équivalentes (8). 

9. La formule (i i) donne immédiatement la condition pour que 
l'intégrale (12) prise le long de toute vanété fermée V à n — i di- 
mensions, à l'intérieur de laquelle les fonctions P, Q, .-., S et 
leurs dérivées partielles du premier ordre sont uniformes et con- 
tinues, soit égale à zéro. 

Il est nécessaire et suffisant que l'on ait 



(.3) 



^^±.. 



relation dans laquelle, comme nous l'avons dit, on prend toutes 
les dérivées partielles avec le signe + sï 11 est impair, et avec 
alternativement les signes + et — si n est pair. 

10. Au lieu d'une variété fermée » n — i dimensions, on jicut 
considérer une variété à frontière, qui sera définie, par exemple, 
par l'équation F(^,, ar^, ...,^„)^o et par une inégalité 
'^{x\, x^i, ..., a;„)<;o, si l'on suppose que l'équation * = o 
sépare sur rhj])ersurface F deux régions distinctes : l'une pour 
laquelle *> o, l'autre pour laquelle 4> < o. 

Les équations F^o, 4»=^o prises ensemble constituent une 
variété an — a dimensions que l'on appelle la //-o/fiié/'e complète 
de la variété définie parles conditions 

F{37,,3-i, .. .,a7„) = o, 0(3^1,3^3, ...,x„)<o. 

Si, au lieu de définir la variété fermée par l'équation F' = o, on la 
suppose définie par les équations (8) 

^•l=/l(«l,"3- ...,",i-l). 
«a = /s(«iti!î, ■■-,!(«-l), 

^«=A("i,«i «„-.), 

on obtiendra une variété limitée en adjoignant à ces équations une 
inégalité 
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qui détermine l'enscmLlc des points inlérienrs à la variéLc fermée 
an — 2 dimensions f^o dans l'espace (mi, «a, -■., u„^t)- 

Si alors on considère un ensemble de variétés à h ^ i dimen- 
sions, ayant «ne même frontière définie par l'équation 

(f(«l,«S, ..., l(„-,)=0, 

on verra facilement, sans qu'il soit besoin d'insister, que la rela- 
tion (i3) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'intégrale (12) ne dépende que de la frontière limitant la variété 
sur laquelle on intègre. 

La démonstration suppose, bien entendu, qne dans tout le do- 
maine à n dimensions, balayé par cet ensemble de variétés ayant 
même frontière, les fonctions P, Q, . . ., S et leurs dérivées par- 
tielles du premier ordre sont uniformes et continues. 

On en conclut encore, comme pour les intégrales linéaires, que 
si le domaine D, tout en étant continu et connexe, est tel que 
toutes les variétés fermées an — i dimensions que l'on y peut 
tracer ne peuvent pas se réduire par une déformation continue à 
une variété d'un nombre moindre de dimensions, l'intégrale prise 
le long d'une variété fermée k n — i dimensions se réduira né- 
cessairement à une somme de multiples d'un certain nombre 
d'entre elles, qui seront les périodes de celte intégrale. 

II. ^ Des intégrales d'ordre quelconque. 

11. Nous avons défini les intégrales d'ordre i et d'ordre n — i 
dans l'espace E„ ; passons maintenant aux cas intermédiaires ('). 
Nous nous bornerons à l'étude des intégrales midtiples d'ordre 2 
et 3. L'extension au cas d'un ordre de multiplicité quelconque 
se fera d'elle-même. 

Nous nous proposons donc de définir les expressions symbo- 
liques de la forme 
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considérées comme des intégrales doubles étendues à une variété 
à deux dimensions, fermée ou limitée. Dans une pareille expres- 
sion, d'après la définition qui va suivre, l'ordre des difTérenli elles 
dx[, dxj, n'est pas indifférent; les A,,s sont des fonctions données 
Ae X,, x^j ..., X,! et nous convenons que 



ce qui entraîne A,j= o. 

Supposons que la variété à deux dimensions le long de laquelle 
doit s'effectuer l'inlégralion soit déterminée par les n équations 

(i5) a^i =/,{«,''), ='. = /=(»,'*), ■■-> ^.^Mi^,"), 

où « et c sont à considérer comme des variables indépendantes. 
La variété ainsi définie pourra être finie et continue el par suite 
fermée. C'est ce qui aura lieu en particulier si les y sont des fonc- 
tions périodiques de u et f. 

Mais aux équations (i5) nous pouvons joindre une inégalité 
(iG) ç[«,^)<o, 

qui exprimera qu'on ne considère sur la variété (i 5) que les 
points qui correspondent à l'intérieur de la courbe f{u, <j)=o, 
soit A, tracée dans le plan des [u, c). On a alors dans l'espace E„ 
une variété à deux dimensions ajant pour frontière la variété à 
une dimension correspondant à la courbe «(k, i')^^^o. 

Nous pourrions aussi, pour définir une variété fermée, imaginer 
dans l'espace à 3 dimensions (X, Y, Z), une surface fermée, dé- 
terminée en exprimant X, Y el Z en fonction de deux paramètres u 
et c, et considérer x, , x-,^ ..., x„ comme des fonctions des coor- 
données des points de cette surface. Si au lieu d'une surface 
fermée dans le même espace {X, Y, Z), on a une surfacelimitéc 
par un contour, elle donnerait lieu à une variété limitée par une 
certaine frontière. " 

Cela posé, rintcgrale(i4}sera, -^^t définition, l'intégrale double 
ordinaire 

étendue à toutes les valeurs de u et i^, si la variété est fermée; 
étendue à l'aire A définie par y(î(, !•)< o, si la variété est limitée. 
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Sous celle forme ou voit, à cause de la relation A/,;- — — A/j, 
que les deux termes qui correspondent aux deux couples (7^ el ki 
s'ajoutent. Remarquons aussi que, si l'on permute m elc, celte inté- 
grale change de signe ; nous dirons alors, conformément à ce qui 
a été dit précédemment, que l'iolégrale est prise d'un côté ou de 
l'autre de la variété sur laquelle se fait l'intégration. 

12. CKerckons à quelles conditions cette intégrale étendue à 
une variété fermée, à l'intérieur de laquelle les A,* et leurs dé- 
rivées partielles du premier ordre sont continues, est égale à 
zéro; ou, ce qui revient au même, à quelles conditions cette inté- 
grale ne dépend que de la frontière limitant la variété sur laquelle 

Nous obtiendrons immédiatement les conditions nécessaires en 
faisant varier seulement trois des lettres .«, soient x,; x^, Xa- 
L'intégrale J se réduit à 



'// 



A,,i. d^i d/r/^-T- A(/, d:e/; da^/i->- Aft,- ds:/, dx;. 



Nous sommes dans le cas de l'espace à trois dimensions. Pour 
que les conditions que nous cherchons soient remplies, il faut 
que l'on ait la relation 



et cela quelles que soient les valeurs des x. Si d'ailleurs on re- 
marque que cette relation ne change pas quand on effectue une 
transposition quelconque entre les i, k, h, on obtiendra ainsi 
autant de relations nécessaires qu'il y a de combinaisons possibles 
de n lettres trois à trois, soit ^ f^ ~ ■ 

13. Ces conditions sont-elles suffisantes? Pour le montrer, 
voyons d'abord ce qui se passe quand on emploie le second mode 
de représentation, c'est-à-dire quand on définit la surface d'inté- 
gration par une surface fermée S dans l'espace XYZ, ses coor- 
données étant exprimées en fonction de deux paramètres ii et c. 
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En partant de la relation, facile à vérifier, 

D(.r,-.^4) _ D(A/^) D(X.Y) 
D(«,^.) - D(X,Y) \i{u,<,) 

^ ^LfiJÛ D^"y'Z> , D( fi, A -) D(Z.X) 
■ D{Y,Z) \-)(ic,i>) Û(Z,X) D(«,i')' 

on volt que l'intégrale J pourra s'écrire sous la forme 

C'est une intégrale de surface dans l'espace à trois dimensions. 
La condition pour que cette intégrale étendue à une surface 
fermée soit nulle est 

d'I l.-^ 1J(X, Y) J <)X L^" " D(V,Z) J 

^ï L^ "■ D(Z,X) J "' " 

En développant celte relation, on voit que les termes en A,-^ 
disparaissent d'eux-mêmes, en vertu de l'identité 

d_ D(/nf u) d_ D(.A, f,) d^ PX/Îl-M - 
Ô7. D(X,Y) cJX D(Y,ZJ ^Y D(Z,X) 

Il reste alors 

y Df/,,/,.) /ydA,-;. dfi,\ y Df/,-. A ) /"y dA^^ ^A ^ 
^D(X,Y) (Z*<}a7,, iJZ 1 >ii D(Y,Z) (^d:c/, ()X I 

ZjÛi.Z,X) IZiiîJc,, JY I "^ ' 

ou, en réunissant tous les termes dans une sommation triple 

"V C^It ît±t ^ àA,a\ Ti( fi, /,./>,) _ 
Zi\àx,, ùx! ûxij D(X;Y,Z) 

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de n lettres 
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trois à trois. Cette condition est satisfaite si les relations (17) sont 
satisfaites, et l'on en conclut que ces relations sont suffisantes 
pour que l'intégrale J étendue à une variété fermée définie parla 
surface S, et sous les conditions spécifiées, soit égale à zéro. 

Cette démonstration laisse toutefois subsister un doute. Nous 
avons supposé que les x étaient des fonctions de X, Y, Z, ces 
dernières étant exprimées en fonction de u et c. II n'est pas cer- 
lain que ce mode de représentation puisse s'appliquer à «ne va- 
riété quelconque à denx dimensions. Toute variété à deux di- 
mensions peut, au contraire, se représenter par !e système des 
équations (i5). Nous allons donc reprendre la démonstration en 
nous servant d'ailleurs du résultat précédent. 

Nous devons alors concevoir que les x sont exprimés en fonc- 
tion de doux paramètres u et c et d'une constante arbitraire e 

^■-/,(«,<',B) (.- = 1,2,...,,»), 

s variant entre certaines limites, et l'on suppose que les valeurs 
des X ne dépendent pas de £ quand le point (?(, c) est sur le con- 
tour A[[p(i(, i')^= o] dont nous avons parlé plus iiaut. Il faut 
montrer que l'intégrale J ne dépend pas de s. Posons 

H = X, <^ = Y, £ = Z. 

D'après ce qui précède, si les conditions (17) sont satisfaites, 
l'intégi'alc le long de toute surface fermée dans l'espace (XYZ) 

Prenons pour surface d'intégration la surface totale d'un cy- 
lindre dont la base dans le plan des XY est la courbe A, et dont 
la hauteur est égale à e. Soit B la base supérieure, qui est une 
courbe égale à A. Or les x ne dépendent pas, par hypothèse, de s, 
quand le point (h, c) est sur le contour A ; les déterminants fonc- 
tionnels 



D(Y,7.) D(Z, X) 

seront donc nuls sur la surface latérale et, par sulle, l'inlégrale 
relative à cette surface sera égale à zéro. Par suite, la somme des 
intégrales étendues respectivement à l'aire A et à l'aire B est nulle, 
et si l'on intègre d'un même côté de ces surfaces par rapport au 
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plan XY, ces deux iolégrales sci'ont 
Irouvées coin 



DE PLUSIEURS VARIABLES. 1" 

gales. Les conditions (17) 
donc bien suffisanLes. 



11 est important de remarquer en terminant cjue les eoncliisions 
précédentes exigent que, lorsqu'on déforme ia surface en laissant 
sa frontière invariable, elle doit, en se déformant, ne rencontrer 
aucun des systèmes de valeurs des a^ pour lesquelles les A/^ devien- 
draient infinies on mal déterminées. 

Enfin, on conçoit, comme pour les intégrales d'ordre un et 
d'ordre 11 — 1, que, dans un domaine D oii toutes les variétés 
fermées E^ ne pourraient pas se réduire à un point ou à une ligne, 
l'intégrale prise le long d'une de ces variétés devra se réduire à 
une somme de multiples d'un certain nombre d'entre elles, qui 
seront les périodes de l'intégrale considérée. 



\Al. Bornons-nous, pour terminer, à défini 
liples d'ordre 3 dans l'espace à n dimensions. 
L'expression symbolique 



intégrale; 



(,8) 



-un 



Ai/j dxj d^i (&/, 



e intégrale triple, étendue à une variété à 
3 dimensions, se définit de la manière suivante : Les dœi, dx^, dx/ 
sont trois quelconques des n différentielies dxi, ..., £/x„, dont 
l'ordre ne doit pas être interverti. Les fonctions An,/ sont des 
fonctions données de XijX^, ..., js„. Deux fonctions Am sont 
égales en valeur absolue si elles ne diffèrent que par l'ordre des 
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indices, mais elles cliangent de signe quand on passe de l'imc ù 
l'autre par une transposition. On aura donc en particulier 

A;a^= — A/,-,7 = -h At„-. 

Cela posé, si l'on suppose que la variété à 3 dimensions, sur 
laquelle ou intègre, est définie par les équations 

f^i^Mu,^..^) (( = i,a n), 

l'intégraie triple J (i8) sera, par définition, l'intégrale triple ordi- 



.fffi^""-m^'-"" 



étendue, s'il s'agit d'une variété à frontière, à tout le domaine 
a(K, f, n:')<^o, limité par une surface f{ii, c, if) = o dans i'es- 
pace(i(, c, (v). 

On trouvera les conditions nécessaires pour que celte intégrale 
ne dépende que de la frontière de la variété d'intégration, en ne 
considérant d'abord comme variables que quatre des lettres ^, 
soient Xi, Xk> Xi, X,«. On est alors dans le cas d'une intégrale 
d'ordre n — i dans un espace à n dimensions (/i ^^ 4)- Les condi- 
tions d'iutégrabilité nécessaires sont donc 

â\u., __ àk/,/,,, ôk/.,„ _ dk„„i, _ 

Ox,ii éxi dxi, dx/ ' 

et le nombre de ces conditions est égal au nombre des combinai- 
sons de 71 lettres quatre à quatre. 

Pour démontrer qu'elles sont suffisantes, on procédera ensuite 
comme dans le cas des intégrales multiples d'ordre deux. 
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CHAPITRE TI. 

SUR LA GÉOMÉTRIE DE SITUATION (ANALYSIS SITL'S). 



I. ~ Généralités sur les variétés à un nombre quelconque 
de dimensions. 

1. Nous allons nous occuper, dans cette Section, de diverses 
questions concernant la Géométrie de situation dans les espaces 
à un nombre qiielconqiie de dimensions, questions dont l'ensemble 
est souvent désigné sous le nom d'Aiialysis situs. Cette théorie a 
été fondée par Riemann, qui lui a donné ce nom; dans ses études 
sur les fonctions abéliennes, le grand géomètre ne considère que 
les espaces à deux dimensions, mais il a ensuite généralisé ses 
recherches pour un nombre quelconque de dimensions, comme le 
montrent des Notes publiées après sa mort dans le Volume renfer- 
mant ses OEuvres complètes ('). Indépendamment de Riemann. 
Beltî avait de son côté étudié les divers ordres de connexion dans 
les espaces à n dimensions, et publié iia Mémoire fondamental 
sur ce sujet {^). Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques 
de deux variables ('), M. Picard avait montré l'intérêt que pré- 
sentent des considérations de ce genre dans l'étude des surfaces 
algébriques. Tout récemment, M. Poincaré (') a repris d'une 
manière générale cette question âeVAnaljysis silus, et, après avoir 
complété et précisé les résultats obtenus par Beili, a appelé l'at- 
tention sur les différences considérables que présentent ces 
théories, suivant qu'il s'agit d'un espace à deux dimensions ou 
d'un espace à un plus grand nombre de dimensions. 



(') Œuvres complètes de Hiemann. 

(') Annali di Matematica, t. IV (1870-71). 

C) Journal de Mathématiques (iSSg). 

(') Journal de l'École Polyteehnïijue (iSg'i) 
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2. Considérons un espace à n dimensions (,«( , a^a, . . ., a;,j) el, 
dans cet espace, un espace Sn-m à n — m dimensions; un tel 
espace sera dit linéairement connexe si l'on peut joindre par une 
ligne continue, sans sortir de S„_„t, deux points de cet espace. Au 
lieu d'employer l'expression i'espace, il nous arrivera souvent 
d'employer le terme de variété, de multiplicité ou de continuum, 
voulant désigner par là un certain ensemble continu de points 
dépendant d'un nombre de paramètres égal à la dimension de 
cette variété ou de ce continuom. 

Il peut arriver que la variété S„_,n soit définie de 
niètes. On peut concevoir que l'on ait les m égalités 





¥,{^,,x^,.. 


.-,^«) = o, 




¥^(cc,.,x^,. 


...a.„)=o, 




F,„(^L,a;2, . 


..,-«) = o,' 


et un certain n( 


imbi-e d'inégalités 






<P,(^„*., .. 


■ : a^«) > 0, 




<aft{3!i, Xi, .. 


■ ■^«)>o, 



On suppose que les fonctions F et tp sont des fonctions analy- 
tiques bien déterminées, et que les divers déterminants fonction- 
nels des F considérées comme fonctions de m des lettres a: ne 
s'annulent jamais tous à la fois. Les égalités et inégalités précé- 
dentes, si elles peuvent être vérifiées pour certaines valeurs des ^, 
définissent en général une multiplicité à n ^ m dimensions, qui 
sera linéairement connexe, ou se partagera en plusieurs variétés 
linéairement connexes. Nous supposerons qu'il n'y ait qu'une 
seule variété connexe, et nous aurons alors un espace S„_m. 

3. Cette manière de définir un espace S„_m n'est pas la plus 
générale. On peut définir un tel espace, au moins dans le voisi- 
nage d'un point par des équations de la forme 

3^/1 ^fnC"!. «3. ■■-, «n-wOi 



y Google 



SUR LA ÛËOm£TIIIE BK SITliATION. 31 

les à éUnt des fonctions bien déterminées des u, que, on nons 
réduisant aux espaces analytiques, nous pouvons supposer 
comme plus liaul être des fonctions anahaiques des u dans un 
certain domaine. Nous avons alors une certaine portion de l'espace 
^a-m'i on peut ensuite faire l'extension analytique de cet espace, 
c'est-à-dire des fonctions iL, et le prolongement de la représenta- 
tion paramétrique nous donnera de proche en proche un prolon- 
gement de S„„m. Il se peut que, dans chacune de ces représenta- 
tions ou dans quelques-unes d'entre elles, les paramètres ne 
puissent pas prendre toutes les valeurs du champ de convergence, 
mais satisfassent à une ou plusieurs inégalités 

P,-( «.,"■=, ■■-,<*«-.,.)>'>. 

A. La notion de frontière d'une multiplicité S,,.™ se pose 
d'elle-même ; une frontière est une multiplicité d'ordre n ^ m — i 
qui empêche la continuation de 5„_„,. Supposons d'abord que 
cette variété soit définie par les égalités et inégalités considérées 
au début du numéro précédent; s'il existe des valeurs des x 
formant une multiplicité d'ordre n — m—t, satisfaisant aux 
équations et inégalités 

F,.= o ii = i.2, ...,m), 

¥>><> (>■ = ■!,.. .,?), 

la mulliplicité définie par ces équations et incgaîités sera une 
frontière de S„_m; dans le cas acluel, il pourra y avoir g fron- 
tières en associant successivement aux m équations chacune des 
inégalités transformée en égalité. 

Avec la définition générale des variétés résultant du prolonge- 
ment analytique d'une représentation paramétrique, une frontière 
est formée par l'ensemble des points correspondant à une des 
inégalités relatives aux paramètres, cette inégalité étant trans- 
formée en égalité. Ainsi, soit, pour une certaine représentation. 

une des inégalités auxquelles doivent satisfaire les paramètres; 
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on suppose que, dans le domaine, la fonclion a soit siiscoplihie de 
s'anoiilcr en cliangcanf de signe. La relation 

!■(..„ ..,....,»..,„)-o 

définira une certaine portion d'une frontière dans le domaine 
correspondant à la relation paramétrique envisagée, et cette por- 
tion de frontière se prolongera analjtiquement avec ce domaine. 

Il peut arriver qa'iine multiplicité n'ait pas de frontière. 
Pour le moment au moins, nous ne considérerons que des multi- 
plicités S„_m restant tout entières à distance finie; une telle mul- 
tiplicité, quand elle n'aura pas de frontière, peut être dite une 
multiplicité fermée. 

Dans toutes ces définitions, nous ne faisons qu'étendre à un 
nombre quelconque de dimensions des notions familières dans 
l'espace à deux et trois dimensions. Une variété à deux dimen- 
sions dans l'espace à trois dimensions est ce que l'on appelle une 
surface; les frontières de celles-ci sont des courbes, et une sur- 
face restant tout entière à distance finie et n'ayant pas de fron- 
tière est une surface fermée. 

5. Il peiit arriver que des multiplicités analytiques se coupent 
elles-mêmes, et qu'elles se recouvrent totalement elles-mêmes. 
Pour bien faire comprendre ce que nous entendons par là, pre- 
nons une surface analytique dans l'espace à trois dimensions 
(n ^ 3, ffî ^ a). Une portion de surface qui a une ligne double 
se coupe elle-même. Un exemple bien connu d'une surface se 
recouvrant elle-même est fourni par un rectangle de papier ahcd 
que l'on replie sur lui-même de la façon suivante : Soient aô et cd 
deux côtés parallèles, de telle sorte que a et d, ainsi que b et c, 
désignent des sommets opposés. On contourne la feuille de papier 
de manière que ab vienne coïncider avec de, en faisant coïncider 
par conséquent les sommets opposés. On réalise ainsi une surface 
limitée par une seule frontière et qui se recouvre totalement elle- 
même. 

Les circonstances que nous venons de rencontrer sont géné- 
rales; il p^ut arriver qu'une variété S„_m se recouvre totalement 
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elle-même; appelons variété double une telle variété ('), Pour 
défmir d'une manière générale une variété de celte nature, consi- 
dérons dans le voisinage d'un point A, que nous ne supposons 
pas sur une froutière, une représentation paramétrique ; on pourra 
évidemment de celte représenta lion déduire, entre les coordonnées 
(Xf, x^, ■ --, a:,i) d'un point quelconque de la variété suffisamment 
voisin de A, m relations de la forme 

F,(3.„3^„...,a-„)=o, 



F„,(^.,'^ï> ■■■.3^,0=0, 



les F étant holomorphes autour des coordonnées ;rj, ..., x" 
de A. Envisageons d'autre part ii — m — i formes quadratiques 
homogènes en x, — arj, ..., a:„ — at", définies et linéairement 
indépendantes ; nous les supposerons positives et les désignerons 
par 

h(^u^i. ..., «;■„), •-.. >.„-,„-, (^,,^^ ^«)- 

Ceci pose, ans m équations ci-dessus, adjoignons les « — m— i 
équalmn. 

les ti étant des quantités positives ti'ès petites. Nous avons main- 
tenant n^i équations qui définiront évidemment une pelili; 
courbe fermée C autour du point A, courbe située dans l'espace 
S„_m- Sur cette courbe, on peut concevoir tracé un certain sens 
de flèche bien défini. 

Imaginons maintenant que le point A se déplace sur S„_,„; en 
nous servant des prolongements successifs des représentations 
paramétriques et des équations auxiliaires ).,== s,, ou x^, ..., x^ 
sont chaque fois à remplacer par les coordonnées actuelles de A, 
nous pouvons considérer que le point A, pendant son mouvement, 
«ntraînc avec lui la courbe fermée C qui se déforme en même 
temps, mais pour laquelle le sens de flèche marqué au début est 



{') M. Poincaré appelle va 
la définition qu'il donne de c< 
nons dans le texte. 
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a4 CHAPITltE 11. 

loiijours duiini sans ambiguïté. Deux circonstances peuvent alors 
se présenter. 

En premier lieu, il peut arriver que A, revenanl à son point 
de départ après avoir suivi sur S„_,„, sans traverser une frontière, 
un chemin fermé quelconque, la courbe C au retour vienne se 
replacer sur sa position initiale, tes deux sens de flèche coïnci- 
dant. Dans ce cas, la variété est simple; elle ne se recouvre pas 
elle-même. 

Il peut arriver au contraire, en second lieu, tjLie, pour certains 
chemins fermés décrits par A, on ne retrouve pas an retour le 
même sens de flèche pour la courbe C; nous aurons alors une 
varjélé double. 

6, Au point de vue analytique, on voit qu'à un sens défini sur 
la courbe C, correspondent des signes déterminés pour les coeffi- 
cients différentiels 

dx^ dxi dx,i 



'^: Ai '" A„ ±/A^-i-.., + Aa 

En choisissant le signe + pour le radical, on a pour les «j des 
valeurs déterminées en grandeur et en signe. D'ailleurs A, , A^, ,, ., 
A,[ sont des fonctions linéaires des déterminants fonctionnels 
des F considérées comme fonctions de m des lettres x, et leurs 
coefficients qui ne dépendent que de X,, ...,Xn_ni_i sont arbi- 
traires. Si donc la surface est simple, ces déterminants fonction- 
nels devront reprendre la même valeur en grandeur et en signe 
quand, partant d'un point A sur la variété Sn_m, on y revient 
après avoir parcouru un chemin fermé quelconque sur celte variété. 

On pourrait encore présenter la question de la manière sui- 
vante : Considérons dans l'espace E„ une demi-droite passant par 
le point A. Soit A,, A,, . . . , An ses paramètres, de sorte que ses 
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équations sont de la forme 



nous la supposons assujettie à la condition 

A 1 dx\ + As dXi + . . . -1- A„ dxn = o, 

dx,, dxi, . . . dxii étant un élément linéaire de la variété S„_ni- 
Entre les An existent m équations linéaires homogènes dont les 
coefficients sont les différents déterminants fonctionnels des F 
par rapport à m des lettres x. On peut choisir arbitrairement m 
des A,-, et les aiitres seront déterminées en fonction des coor- 
données du point A. La conclusion est la même que précédemment. 
Si la surface est simple, quand A reviendra à son point de départ 
après avoir suivi sur S«_ni un chemin fermé quelconque, la demi- 
droite devi'a se replacer sur sa position initiale sans que son sens 
ait changé, et les déterminants fonctionnels reprendront !a même 
valeur en grandeur et en signe. 

Pour le cas d'nne surface double, dans l'espace à trois dimen- 
sions, on voit immédiatement que les considérations précédentes 
prennent une forme très simple. La courbe C sera, si l'on veut, 
l'intersection de la surface avec une petite sphère de centre A. La 
droite, considérée en second lieu, est la normale à la surface au 
point A, sur laquelle on peut, à partir de ce point, distinguer 
deux demi-droites. Un observateur placé sur une de ces demi- 
droites, les pieds en A, voit la flèche tracée sur C tourner dans un 
certain sens. Quand le point A se déplace, le sens de rotation 
reste évidemment toujours le même, et deux cas peuvent se pré- 
senter quand A revient à son point de départ : la demi-normale 
revient toujours à sa position initiale, c'est le cas des surfaces 
simples; ou bien, par un chemin convenable, elle coïncide au 
retour avec la demi-normale opposée, et la surface est alors une 
surface double. 

Le point de vue auquel nous venons de nous placer en dernier 
lieu peut d'ailleurs être généralisé pour une variété d'ordre n — i 
dans un espace d'ordre n. On peut, comme au Chap. I, n° 6, définir 
la normale à la variété Sn_) et, sur cette normale, considérer deux 
demi-directions; l'espace Sn_t est simple si, partant d'une demi- 
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normale déterminée en A, on revient toujoiirs au même point avec 
la même dlrnction de normale", elle sera double dans le cas con- 



7, Faisons encore qiielc)ues remarques. Toute variété V, définie 
comme au n° 2, c'est-à-dire par «n certain nombre d'égalités el 
d'inégalités, est toujours simple. Cela résulte de ce que les diffé- 
rents déterminants fonctionnels sont en chaque point déterminés 
en grandeur et en signe, pourvu qu'on ne change pas l'ordre dans 
lequel sont écrites les équations. 

Toute variété fermée V d'ordre n — i, dans l'espace général 
(x,,Xi, ..., a:,,) à n dimensions, est toujours une variété simple. 
Tout d'abord, cette variété partagera l'espace en deux parties non 
connexes; il en est évidemment ainsi si ;( = a, et il suffira, par 
suite, de faire voir que l'on peut passer de n — i à /î. Or, en fal- 



nous découpons dans V une certaine variété fermée è. n — a di- 
mensions. L'espace an — i dimensions (x,, . . ., œ„), en donnant 
à a;, la valeur C, est alors partagé en deux parties non connexes ; 
et, en faisant varier C, l'espace S„ se trouve partagé par V en 
deux parties telles que l'on ne peut aller de l'une à l'aiUrc sans 
traverser V. 

Toute courbe à une dimension est simple. 

Jl est entendu expressément que toutes les variétés consi- 
dérées par la suite sont des variétés simples. On pourrait d'ail- 
leurs montrer que toute variété double est la limite d'une variété 
simple' dont les éléments, convenablement associés, sont venus 
deux à deux se confondre. C'est ainsi qu'on se représente aisément 
la variété simple dont la limite est la variété double, rappelée plus 
haut, obtenue avec un rectangle; au lieu d'opérer avec un rec- 
tangle, il suffirait d'opérer avec un cylindre elliptique très aplati. 

8. Considérons, dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions, une variél.é E„ à n dimensions, et soit V une variété 
fermée d'ordre m contenue dans E„. Sauf le cas où m-:^n — i, 
on pourra par celle variété faire passer une infinité de variétés à 
ï«~f-i dimensions entièrement contenues dans E„. Parmi ces 
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variélcs, il en existe toujours sur lesquelles V ne forme pas fron- 
tière. C'est ainsi que, par une ligne fermée plongée dans une 
variété à trois dimensions, on peut toujours imaginer une surface 
du genre" tore passant par cette ligne dont les dimensions méri- 
diennes soient assea petites pour qu'elle soit entièrement contenue 
dans Ej. Mais la circonstance inverse pourra ne pas se présenter, 
c'est-à-dire qu'il pourra ne pas exister de variété Sm+i passant 
par V, contenue dans E„, sur laquelle V forme frontière. Dans 
ce cas, celte variété ne pourra pas, par une déformation con- 
tinue, se réduire à une variété d'ordre moindre, et nous dirons 
qu'elle ne forme pas frontière sur E„. Elle formera, au con- 
traire, frontière sur E,, s'il existe une variété Sm+i contenue dans 
E„ et sur laquelle elle forme frontière. 

Si, au lieu d'une seule variété d'ordre m contenue dans E,;, 
nous considérons un ensemble de plusieurs variétés, soient 
V,, V2, ..., Vx 

qui, prises scparémenl, ne forment pas frontière ; les mêmes remar- 
ques peuvent être faites. Nous dirons que ce groupe de variétés 
forme ou ne forme pas frontière sur E„ suivant qu'on pourra 
ou ne pourra pas trouver une variété fermée S^+i contenue dans 
E„ et sur laquelle ces variétés prises ensemble forment frontière. 
D'après la définition même des variétés formant frontière, on 
voit que si un groupe de variétés V d'ordre m, qui peuvent d'ail- 
leurs se réduire à une, forme frontière sur une variété S„,^, d'ordre 
m + i, toute courbe fermée, tracée dans cette variété, devra les 
couper en un nombre pair de points, et que réciproquement, si 
elles ne forment pas frontière, on pourra imaginer une courbe 
fermée les coupant en un seul point. 

9. Adjoignons maintenant à une variété simple Sm à m dimen- 
sions la courbe C dont nous avons précisément fait usage dans 
le n" 5 pour définir ce genre de variété. Si, après avoir fixé un sens 
sur celte courbe, on prend le sens contraire, on distinguera la 
variété S„, prise avec un certain sens de la variété S,„ prise avec 
le sens contraire en disant que cq sont deux variétés opposées 
ou de sens contraire. C'est ainsi que dans l'espace à trois di- 
mensions on distingue deux côtés différents sur une surface. 
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Si deux variétés simples fermées 5,^ et S'^^ forment frontière 
sur une variété S^+i , on pourra, après avoirattribiié un sens à S„,, 
déformer celte variété d'une manière continue de manière que 
l'une de ses parties vienne à coïncider avec une partie de S^. On 
pouri'a ainsi fixer le sens qui devra être attribué à celte seconde 
variété, lequel devra être opposé au premier, en sorte que les élé- 
ments linéaires qui viennent à se superposer se détruisent. On 
comprend ainsi qu'on puisse dire que, si les variétés S„j et S'„^ 
forment frontière sur S^+i, la variété S,,, et la variété opposée à 
S^„ ne forment pas frontière. 

10. Donnons encore une définition. Par variété voisine de S„,, 
nous entendons une variété dont les équations et inégalités de 
définition diffèrent infiniment peu de celles qui sont relatives à 
S„,. D'après ce que nous venons de dire, une variété S„, et une 
variété voisine opposée à S,„ forment la frontière d'une variété 
Sni.|,i très petite et qu'on peut réduire à zéro. Dans ce qui suit, 
nous considérerons comme identiquement nul l'ensemble de deux 
variétés voisines opposées, et quand nous parlerons de k variétés 
très voisines d'une variété S>,n, nous sous-entendrons toujours que 
ces variétés sont de même sens, ou que k est l'excès du nombre 
des variétés prises dans un sens sur le nombre des variétés prises 
en sens contraire. 



II. — Des diflFérents ordres de connexion dans les espaces 
à II dimensions. 

a. Ces préliminaires étant posés, nous pouvons définir d'une 
manière générale les nombres qui représentent les ordres de con- 
nexion d'une variété E„ à n dimensions par rapport aux variétés 
Sflj d'ordre moindre qui y sont contenues. Nous désignerons ces 
nombres sous le nom de nombres de Riemann et de Betti. 

Supposons que dans la variété E„ on puisse trouver p„, — i 
variétés fermées S„, d'ordre m, soient 

Vi, V,, ..,, Vy^_, 

jouissant des propriétés suivantes : prises séparément, elles ne 
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foiœeiU pas fiontière, et, par une déformaùon conîlnue, elles ne 
peuvent se réduire l'une à l'autre; déplus par kt variétés voisines 
de V,, par k.> variétés voisines de Vj, .. -, par A^p^.i variétés voi- 
sines de V.^_), 011 ne peut pas faire passer «ne variété S^+i 
conaplètement contenue dans E„, dont ces A", + ^■î + . ..+ ^^,^_i 
variétés formeraient une frontière complète, et cela quels que 
soient les entiers /■,, ^3, ...,k^^_f. Par A' variétés voisines de V, 
il est d'ailleurs bienentenduqu'ils'agit de A variétés de même sens. 
Cela étant, nous dirons que Tordre de connexion de E«, par 
rapport aux variétés à m dimensions contenues dans celle variété, 
eslpm si, ayant trouvé les jOn, — i variétés précédentes dont l'en- 
semble ne forme pas une frontière complète dans le sens général 
que nous venons de définir, on peut toujours, en leur adjoignant 
vne p^'™' variété fermée quelconque d'ordre m, soit V, contenue 
dans E,i, déterminer les entiers k de manière que l'ensemble 
formé par cette variété seule, et par A'i variétés voisines de V,, 
par ki variétés voisines de Vj, . . ., par /"^^-i variétés voisines de 
^p.^-u forme une frontière complète. Les entiers k peuvent d'ail- 
leurs être nuls, ce qui voudra dire que la variété V prise isolément 
forme frontière. 

12. Cette définition est justifiée par le lerame suivant: Si, dans 
une variété E„, un système A, conjointement avec un autre sys- 
tème C, composés tous deux de variétés fermées à m dimensions, 
forme ime frontière complète, et si un autre système B de va- 
riétés fermées à m dimensions forme avec C une frontière com- 
plète, on peut affirmer que l'ensemble des variétés non com- 
munes à A et B forme une frontière complète dans E,,, c'est-à-dire 
qu'il existe une variété d'ordre m + 1 contenue dans E„ sur 
laquelle cet ensemble forme frontière. 

Soient S,„^i etSJ„_^, deux variétés à m -+- 1 dimensions conienues 
dans E,j sur lesquelles A et C d'une part, B et C d'autre part, forment 
respectivementfrontière. Joignons un point de Snt+i à un point de 
SJjj^., par une ligne continue et envisageons une variété d'ordre nt 
suffisamment petite se déplaçant le long de cette ligne ; elle engen- 
drera une variété d'ordre m -t- i , qui réunira d'une manière con- 
tinue les deux variétés S,n^.i, SJ„^,, de manière à en former une 
seule S"„^|, sur laquelle A et G d'une part, B et C d'autre part, 
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formeront fi-ontière. La démonstration est alors immédiate; toute 
coui-be fermée appartenant à SJ,,^, coupera l'ensemble des variétés 
non communes à A et B en un nombre pair de points, ce qui 
suffit à établir le lemme énoncé. 

Dans le cas où les variétés du système C ne concourraienl 
pas toutes à former la frontière des systèmes A., C, et B, C, il 
faudrait adjoindre ans variétés non communes à A et B, celles des 
variétés C qui ne sont pas communes aux frontières formées par 
les systèmes A, G et B, C. 

13. Nous allons conclure de là que si t variétés fermées à m 
dimensions A), A^, ..-, A, ne peuvent pas former seules, mais 
forment avec toute autre variété fermée à m dimensions une fron- 
tière dans E,i, et si un autre système de i' variétés fermées à m 
dimensions B, , Bj, ..., B;-, jouit de la même propriété, on aura 
nécessairement t = t' . 

Soit V «ne variété fermée quelconque à m dimensions; dési- 
gnons parle symbole kk^ l'ensemble de k variétés voisines de A : 
on peut déterminer les entiers k de manière que l'ensemble 
formé par la variété V et par les variétés A',A|, k^K^, ..., /TjA, 
forme frontière. Remarquons d'abord que les entiers k sont bien 
déterminés, car, autrement comme la variété V et la variété op- 
posée à V prises ensemble forment frontière, on en conclurait 
qu'on pourrait former avec les A seuls une frontière complète. 
D'autre part, on peut, par hypothèse, déterminer les entiers /" do 
; chacun des t' ensembles 



k\kx, kiku ..., k[k,, B,- (i = i, '2,3, ...,;') 
forme frontière, et déterminer les entiers ). de manière que l'en- 
semble 

Xilîi, X.Bi, ..., 'kr^r, V 

forme frontière. Or, on peut substituer à )>,B,- l'ensemble 

'ktk'y A|, lik\ Aï, . . ., likikt (i = 1 , 2, 3, . . . , C). 
On voit de suite que cela exige qu'on ait entre les entiers k et \ les 
l équations 

À,/:J-+>„^ÎH-...-!-Vfr',' = /M, 

Xi Ai -t- Ï.J Ai -F . . . -:- \rk'^ = k^. 
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d'où l'on conclul, [jnisque la variété V est arbitraire, l'inégalité 
t'-^t. On verrait de même, en partant des B, que t^l' . On ej: 
conclul que t est égal à t'. Nous voyons donc que le nombre pm, 
qui figure dans la définition donnée ci-dessus, ne dépend pas du 
choix particulier du système des variétés d'ordre m envisagées. 
Gomme conséquence des théorèmes précédents, nous pouvons 
dire d'une manière générale que si V,, V^, ,, ,,'Vp^^ désignent p„, 
variétés fermées, dans une variété E„ dont l'ordi'e de connexion 
par rapport aux variétés à m dimensions GSlp„,, on pourra trouver 
/>„ nombres entiers A%, ^2, --■, A"^,^^ tels que l'ensemble formé par 
les variétés /.■,¥,, A-oV^, ..-, I<p„^p„, forme frontière. 

14-. Indiquons quelques exemples qui feront bien comprendre 
les définitions générales que nous venons de donner. Le cas le 
plus simple que l'on puisse citer est celui d'une variété à deux 
dimensions dans l'espace à deux dimensions ; on a alors un espace 
plan limité par un certain nombre de courbes, une courbe exté- 
rieure C et des courbes intérieures C| , Cî, . . . , Cp : il est clair que 
que l'on peut tracer dans cet espace /j courbes fermées ne formant 
pas la limite complète d'une variété à deux dimensions entière- 
ment comprise dans l'espace considéré : il suffit de tracer p 
courbes F,, T^, . .., Vp autour des courbes Ci, .. ., Cp respective- 
ment. Au contraire, toute autre courbe fermée, soit seule, soil 
avec toutes les courbes F ou quelques-unes d'entre elles, limitera 
un espace à deux dimensions entièrement contenu dans notre 

i>i -!=/'■ 

L'ordre de connexion sera donc ici p -^ i ■ 

Prenons maintenant le cas d'une surface E^ et, pour plus de 
simplicité, supposons-la placée dans l'espace à trois dimensions; 
considérons d'ailleurs seulement le cas où cette surface est fermée. 
On sait le rôle que jouent les surfaces fermées dans la théorie des 
fonctions algébriques d'une variable; supposons que la surface 
envisagée aitj5 trous. Quel sera le nombre />, correspondant à la 
connexilé pour m = i ? On pourra tracer 2p courbes, une à tra- 
vers chaque trou et une autour de chaque trou, qui ne limiteront 
aucune portion de la surface, mais toute autre courbe fermée, 
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soit seule, soit avec les 2/> courbes précédentes ou une pariie 
d'entre elles, limilera une portion de la surface. On aura donc 

2>i-i = -if- 

L'ordre de coiiiiesion sera donc ip -\- i. 

Passons à des variétés E3, L'espace compris entre deux sphères 
dans l'espace à trois dimensions formera «ne variété E^; nous 
avons maintenant deus nombres/), si p-^. On peut avoir une sur- 
face ne limitant aucune portion de E3, mais une seulement, et, 



Pour le nombre />(, on 



car, pour toute courbe fermée de notre espace, on peut faire 
passer une variété à deux dimensions, c'est-à-dire une surface, 
dont la courbe soit la limite complète. 

Je considère encore la variété Ej formée par les points à l'inté- 
rieur d'un tore. Toute surface fermée dans cet espace en limite 
une partie, car celte surface est ou une surface fermée comme une 
sphère, ou une surface fermée comme un tore s'emLoUant dans le 
premier, donCjOj^^ i. On peut, au contraire, tracer une courbe 
qui ne pourra être la frontière complète d'une surface contenue 
dans E3, par exemple la circonférence lieu des centres des méri- 
diens, mais toute autre courbe fermée, soit seule, soit avec celle- 
là formera la limite complète d'une variété à deux dimensions ; par 
suite/), ^ 2. 

On verra enfin facilement que, pour la variété Ej comprise entre 
deux tores, on a 

IS. Un point a pu étonner dans les définitions générales du 
n" H, c'est l'introduction de /c variétés voisines d'une variété V. 
Cette introduction est nécessaire, car autrement on ne pourrait 
pas toujours faire passer, par p„, — i variétés fermées V et par une 
Pra"'^" variété fermée arbitraire, un continuum à m -|- i dimen- 
sions satisfaisant aux conditions voulues. Prenons, par exemple, 
t'iatérieur d'un tore, pour lequel p, = a, et concevons à l'inté- 
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rieur du tore une courbe fermée V qui Lournerait deux fois autour 
de l'axe du tore; toute autre courbe fermée C à l'intérieur du 
tore s'enroulant une fois autoiir de l'axe forme avec 1" la limite 
complète d'une variété à deux dimensions, entièrement contenue 
dans le tore; mais pour que ceci soit exact, il faut entendre celte 
phrase sous la forme généralisée du n" 10, c'est-à-dire qu'il j aura 
«ne surface ayant pour bmite complète F et deux courbes (ici 
fr =: 2) voisines de la courbe C. 

Soit une courbe T qui s'enroule deux fois, sans former nœud, 
autour de XY, On peut imaginer, passant par cette courbe, un 




eh 



tore creux d'axe XY ayant un trou A, ou plus exactement dei 
tores intérieurs l'un à l'autre, dans la surface de chacun des 
on a découpé un trou dont les contours sont reliés respectivement 
par une surface cylindrique. La courbe F, en s'enroulant deux fois, 
passe de l'intérieur à l'extérieur de celle surface S par le trou A, 
sans se couper. Cette courbe seule ne forme pas frontière. Il faut 
lui adjoindre deux courbes telles que G, et Cj tournant chacune 
une fois autour de l'axe du tore, et dont l'une est extérieure et 
l'autre intérieure. On peut supposer ces deux courbes très voi- 
sines, et, pour former frontière avec F, elles doivent être par- 
courues dans le même sens. Si on les suppose opposées, c'est- 
à-dire parcourues en sens contraire, il faut imaginer, passant par 
ces deux courbes, une surface fermée du genre sphère ou do 
genre tore sur laquelle elles découperont une sorte de tronc de 
cône. 

Le cas plus compliqué où la courbe s'enroule deux fols eu 

P. ET S. 3 
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formanl nœud avitour d'un ccrlain axe peut r 




Noms prendrons la même surface que précédemment, formée des 
surfaces de deux tores intérieurs, mais nous les supposerons 
percés de trois trous A, B, C dont les contours sont reliés par une 
surface cylindrique. La figui 
disposée la courbe T sur cet 
mêmes. 

Comme dernier exemple, considérons encore deux courhes à 
l'intérieur d'un tore, ces deux courbes se traversant l'une l'autre. 



montre suffisamment comment e 
irfaee, et les conclusions sont les 




On pourra faire passer par ces deux courbes une sorte de tore S 
(surface à un trou) entièrement contenu dans le tore initial, et 
ces deux courbes limiteront sur 2 une poriion de surface. 

16. Revenons maintenant à l'élude générale des connexions. 
La considération des intégrales va nous conduire à envisager sous 
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L poiiil de viie toule cette théorie. Supposons que la 
variété E„ soit située dans l'espace générale p dimensions (/7^n), 
où nous désignons les coordonnées d'un point par [xt , jCg, . . . , a^p), 
de sorte que pour la variété E,; il y a p — n relations entre les x. 
Dans l'espace général kp dimensions, considérons une inté- 
grale simple 



n 



Xid^i, 



où les X sont des fonctions des quantités réelles x, , x^, ..., Xp 
restant uniformes et continues quand le point {X\, X^., . . ., Xp) 
se déplace dans E„ ; on suppose que les conditions d'intégrabilité 
sont vérifiées quand on regarde Xn^t , ■ ■■, Xj, comme fonctions de 
X,, X3) ...,Xn. On a ainsi une intégrale de différentielle totale 
dans la variété E„. Nous ne considérons que des courbes situées 
dans cette variété. Le long d'une courbe fermée, l'intégrale pré- 
cédente aura, en général, une valeur différente de zéro si la courbe 
ne peut se réduire à un point par une déformation continue. Si 
l'on considère 

Pi — i 

courbes fermées ne pouvant former la frontière complète d'une 
variété à deux dimensions contenue dans £«, il arrivera, en gé- 
néral (pour une intégrale arbitrairement choisie) que les valeurs 
de l'intégrale suivant ces courbes ne seront pas liées par une rela- 
tion homogène et linéaire à coefficients entiers. Au contraire, ai 
nous prenons p, courbes fermées, il existera une variété à deux 
dimensions qui aura ces courbes pour frontière complète. Par 
suite, en désignant par yi, Y^i ■ ■ ■; "(p, les valeurs de l'intégrale 

les A- étant des entiers positifs ou négatifs. On voit alors la signi- 
fication nouvelle que prend le nombre p, — i ; on peut dire qu'il 
représente le nombre des périodes distinctes de l'intégrale (i), 
en entendant par périodes de cette intégrale sa valeur sur 
une courbe fermée. Des périodes distinctes sont, bien entendu, 
des périodes qui ne sont pas liées par une relation homogène et 
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linéaire à coefficients entiers, et il va de soi cjue l'intégrale (i) 
considérée n'est pas une intégrale particulière mais une intégrale 
arbitrairement choisie sous les conditions indiquées. 

Ces considérations se généralisent facilement après ce que nous 
avons vil dans la Section précédente sur les intégrales multiples 
dans les espaces à un nombre quelconque de dimensions. Envisa- 
geons une intégrale multiple d'ordre m-, 

(a) /'■■ / ^i^a^ "i-'-'-'m '^«1 d^a, - ■ ■ '^^a,ii; 

OÙ ce,, «a, ..., a„i désignent m des nombres i, ?,, . . ., n. Quant 
auxX, ce sont des fonctions àe Xi, x^, . . -^ Xp; elles restent uni- 
formes et continues quand le point {cd, . . ., Xp) se déplace dans 
la variété E„. On suppose que les conditions d'intégrabilité rela- 
tives à celte intégrale multiple d'ordre m sont vérifiées, quand on 
regarde jr„+, , . , ., Xp comme fonctions de Xt, . . ., x„. On a ainsi 
une intégrale multiple d'ordre m dans l'espace E„, intégrale dont 
la valeur ne change pas quand on la prend suivant une variété 
fermée d'ordre m, qu'on déforme d'une manière continue sans 
sortir de E,i. Si Ton considère 



variétés fermées à m dimensions, ne pouvant former la frontière 
complète d'une variété k m -\- \ dimensions contenue dans E^, il 
arrivera, en général, que les valeurs de l'intégrale prises sur ces 
variétés ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire 
à coefficients entiers. Au contraire, si nous prenons /?m variétés 
fermées, il existera une variété à m + i dimensions qui aura ces 
variétés pour frontière complète. Par suite, en désignant par 

Ti. ïs. ■■■. Ip^ 

les valeurs de l'intégrale suivant p„, variétés fermées à m dimen- 
sions, on aura 

les k étant des entiers positifs ou négatifs. 

En définissant précédemment (n° 9) une intégrale multiple 
d'ordre m sur une variété à m dimensions, nous avons dit que 
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l'on pouvait trouver deux quantités égales et de signe contraire ; 
nous avons regardé ces deux intégrales comme correspondant à 
des intégrales prises sur les deux côtés de la variété. En particu- 
lier, quand il s'agit d'une variété d'ordre m située dans une variété 
d'ordre m + i, on peut parler, pour cette variété d'ordre m, de 
normale située dans la variété d'ordre m + 1 , et les deux direc- 
tions de cette normale correspondent aux deux côtés de la variété 
d'ordre m supposée simple. Dans le cas qui nous occupe ici, les 
variétés d'ordre m sont des frontières de la variéié d'ordre m-\- 1, 
et l'on peut convenir, pour fixer les idées, que les valeurs dési- 
gnées par Y représentent les intégrales correspondant à la normale 
intérieure à la variété d'ordre m. Cela est d'ailleurs sans aucune 
importance, car il suffirait de changer le signe de l'entier /.' si 
l'on faisait une autre convention. 

Ainsi, nous venons de donner à l'entierpnj — i une signification 
nouvelle ; il représente le nombre des périodes distinctes de 
l'intégrale (S) prise sui\>ant une variété fermée à m dimen- 
sions, et relativement à ce mot période nous n'aurions qu'à ré- 
péter ici ce que nous avons dit plus haut pour les iiUcgrales 
simples. 

III. — Étude de quelques cas particuliers. 

17, Indiquons quelques exemples de jnultiplicités fermées. Re- 
venons d'abord à une surface fermée à un trou dans l'espace ordi- 
e R construit sur Ox 



il, dans le plan 


{x,y), lerec 


:c les CÔICS 10 el 


»'. Posons 




x~/(i,r), 




Y_,(»,j.), 




1 = </(!', r). 



f, cp, ')/ étant trois fonctions réelles et continues de x et y, et 
admettant respectivement pour a: et ^ les périodes w et lo'. Il est 
évident alors qu'au rectangle R correspond dans l'espace (X, Y, Z) 
iine certaine surface fermée ; on peut choisir les fonclionsy, tf, i, 
de manière que la surface ne se coupe pas elle-même, et il arrivera, 
en général, que la surface ne se recouvrira pas etie-méme. Au rec- 
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tangle R correspondra alors une surface qui sera à un trou comme 
un tore. 

Au lieu de faire correspondre à un tore un rectangle, on peut 
lui faire correspondre un ensemble de deux circonférences 



L'ensemble de ces deux courbes forme une variété fermée à 
deux dimensions, pour laquelle on a évidemment ^) =; 3. Toutes 
les courbes fermées tracées sur cette variété se ramèneront à la 
courbe obtenue en associant le premier cercle à tiu point du se- 
cond, et le second à un point du premier. 

Ceci nous conduit à considérer l'ensemble d'une surface sphé- 
rique et d'une circonférence 



On obtient ainsi une variété fermée à trois dimensions, pour 
laquelle j»i et /Ja se calculent facilement. On peut avoir une courbe 
fermée en prenant un point fixe sur la spbère et en lui associant 
la circonférence ; quel que soit le point pris sur la sphère, on 
aura des courbes équivalentes, car on a un continuum à deux 
dimensions formé par le cercle et une ligne joignant ces deux 
points, dont la frontière complète est formée par les deux courbes 
considérées. Je dis que cette courbe est la seule qui donne une 
période différente de zéro; il est aisé de voir d'abord qu'elle 
donne une période différente de zéro ; il suffit de prendre l'inté- 



grale 



/■« 



où est l'angle polaire sur le cercle, c'est-à-dire l'intégrale 

/cc\ dx\ — x\ dx\ 

dont la valeur est égale à ai; sur la circonférence ; on aura donc 
une période différente de zéro. Je dis qu'elle est la seule. Conce- 
vons une ligne fermée quelconque sur le continuum ; si elle est 
distincte de celle que nous venons de considérer, nous aurons 
pour une valeur de ^Kj un ou plusieurs points de la courbe silués 
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sur les cercles 



Or, ic premier de ces cercles peut, sur la sphère S, se réduire 
à un point, el notre courbe se trouve donc ramenée à une courbe 
à laquelle correspond un point déterminé de la spWre et le 
second cercle tout entier, ou seulement un point de ce second 
cercle. On aura donc seulement une période et, par suite, 

/>, = 2. 

On calcule de même p^ \ on peut avoir une variété à deux di- 
mensions donnant une période, en associant à un point fixe sur 
le cercle la sphère tout entière, et l'on démontre, do même f[iic 
plus haut, que cette période est unique. On a 



18. Prenons mainleiiaiit un parallélclipède P dans l'espace 
[x, y, z), d'arêtes tu, w', to", et soient f{x, y, s), '^{cc, y, z), 
ifi^x, y, z), yix^y, z) trois fonctions périodiques par rapport à x 
avec la période to, par rapport à y avec la période w', et par rap- 
port à; avec la période tu". En posant 

Z = <lf(x,y,z), 
T = lix,y,z)- 

on aura ainsi, en général, dans l'espace (X, Y, Z, T) une cer- 
taine multiplicité M fermée à trois dimensions correspondant, 
d'une manière uniforme, à P. Il est facile de trouver les nombres/), . 
et p^ correspondant à cette variété. Si l'on joint un point 
d'une face de P au point homologue de la face opposée, on aura 
un segment de droite auquel correspond une courbe fermée dans 
ta multiplicité M ; on peut donc, dans celle-ci, tracer trois courbes 
fermées G auxquelles correspondront des intégrales distinctes. 
Pour toute autre courbe fermée, la valeur d'une intégrale de dif- 
férentielle totale sera égale à la somme de multiples des intégrales 
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prises suivant les coiirbcs G; on le voiL de suite en revenant an 
parallélépipède. Une eonrhe fermée de ÏM sera reprcsciitce, par 




esempîc, pardetis courbes MN et M'N', les points M et M' étant 
deux points homologues des faces ABCD et A'B'C'D', et les 
points N et N' deux points homologues des faces AA'CC, 
BIÎ'DD'. L'intégrale prise suivant la courbe considérée sera égale 
à la somme des intégrales suivant MM' et N'N. Nous aurons donc, 
par conséquent, 

Pi— 1-3 ou /f, = 4- 

Cherchons la valeur de p^', si l'on mène trois plans parallèles 
aux faces du parallélépipède, aux trois parallélogrammes ainsi 
obtenus correspondront dans M des multiplicités fermées à deux 
dimensions. Ces trois multiplicités ne limiteront aucune portion 




de M, comme on ie voit de suite et, d'autre pari, toute autre va- 
riété fermée à deux dimensions se ramènera, par une déformation 
continue, à une somme de multiples des trois variétés précédentes. 
Il suffira de considérer la variété à deux dimensions correspondant 
à la figure ci-dessus, correspondant aux deux portions mnpq 
et m'n'p'q' ', on aura, comme valeur de l'intégrale, la somme des 
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Intégrales correspondant aux faces AA.'DD' et ABCD. Par saile, 
on a 

/'= = 4. 

19. Donnons malmenant des exemples relatifs à des variétés 
fermées à quatre dimensions. Considérons la variété fermée à 
quatre dimensions E^ définie par les deux équations 

(S') ^v + ^'^ + ^'.^ = i. 

Chaque point de cette variété peut être considéré comme obtenu 
en associant un point M de la sphère (S) à un point M' de la 
sphère (S'). Proposons-nous de trouver les nombres /?,, />2, />3 
correspondant à cette variété. 

Il est immédiat que l'on aura /), — [ -- o. Car une variété 
fermée à une dimension s'obtient^ soit eu associant un point de 
l'une des sphères à une courbe fermée tracée sur l'autre, soit en 
associant point par point deux courbes fermées tracées respective- 
ment sur ces deux surfaces. Dans tous les cas cette variété peut 
être réduite à un point. 

On voit aussi facilement que p^^^i. En effei, on peut d'abord 
obtenir une variété à trois dimensions en associant à chacun des 
points d'une courbe fermée tracée sur (S) la sphère (vS') tout en- 
tière, et celte variété peut être réduite à zéro. Plus généralement, 
à un point (M, x, , x^, x^) d'une variété à trois dimensions appar- 
tenant à (S) correspondra sur (S') une courbe fermée C, et quand 
le point M décrira une courbe fermée sur S, la courbe C après 
s'être déformée reviendra à son point de départ, en engendrant 
sur la sphère une portion de surface se recouvrant elle-même, et 
qui, par suite, est encore réductible à zéro. 

La détermination de p^ est un peu moins immédiate. Si l'on 
prend un point M' de S' et qu'on lui associe la sphère S, on aura 
un continuum fermé à deux dimensions, contenu dans Ej ; en 
prenant un point M de S et en lui associant la sphère S', on aura 
un second continuum fermé. Je dis que par ces deux continuums 
on ne peut faire passer une variété à trois dimensions ayant ces 
continuums pour frontière complète; il suffit, pour s'en assurer, 
de montrer que pour certaines intégrales doubles dans Ej, rem- 
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plissant les conditions d'inté§;rabilité, les valeurs sont linéairemeoL 
indépendantes. Prenons à cet effet rintégrale 

où X est une constante arbitraire, pour laquelle la condition d'in- 
tégrabilité est vérifiée. Sa valeur prise sur S est égale à ^-k; 
prise sur S', sa valeur est 4X71:. Si l'on prend pour X un nombre in- 
commensurable, on n'aura pas de relation linéaire et homogène 
à coefficients entiers entre ces deux valeurs, et par suite pi — i 
sera au moins égal à deux. 

On pourrait encore raisonner de la manière suivante : Considé- 
rons une courbe fermée appartenant à «ne variété E3 conicnant 
les deux variétés précédentes. Si elle les rencontre elle devra 
passer par le point (M, M'), et l'on peut toujours faire en sorte 
qu'elle n'ait avec ces deux variétés que ce point commun. Donc 
ces deux variétés ne forment pas frontière sur Ej, cl p^^i est 
au moins égal à deux. 

Pour montrer que ^2 — • a effectivement la valeur deux, il 
suffit de remarquer que toute variété fermée à deux dimensions 
contenue dans E^ est déterminée soit par un point de S et une 
surface fermée appartenant à S', qui ne peut être que S' ou une 
portion de surface se recouvrant elle-même; soit par une courbe 
fermée contenue dans S à chaque point de laquelle on associe une 
courbe fermée fixe ou variable tracée sur S'. Dans l'un ou l'autre 
cas cette variété, si elle ne se réduit pas à l'une des variétés con- 
sidérées précédemment, se réduit à zéro. Nous n'avons donc que 
deux variétés distinctes à deux dimensions, et par suite 

20. Un autre exemple très intéressant de variété fermée à quatre 
dimensions sera obtenu en considérant un parallélépipède dans 
l'espace (^,,aT2,iC3,3;j). Soit donc le parallélépipède construit sur 
les quatre axes Ox,, Ox.,, Ox^, Ox^ avec les longueurs w,, Wj, 
(1)3, w^; à ce parallélépipède correspond une variété fermée à 
quatre dimensions dans l'espace à cinq dimensions. C'est un 
exemple analogue à ceux traités précédemment n"' 17 et 18. On 
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lédiatcment, par des raisonnements analogues à ceux qui 



la généralisalion se faisant d'elle-même. Le calcul de /jo n'avait 
pas son analogue dans les exemples précédents. Je dis que nous 
pouvons trouver au moins six conlinnums fermés à deux dimen- 
sions donnant des périodes distinctes; considérons en effet dans 
l'espace (iCi, cc^, a^^, x^) l'intégrale double 



n 



Aj/i dxi dxi, . 



les A élanl des constantes : la condition d'intégrabilité sera vé- 
rifiée dans ces conditions. Or, considérons le continuum fermé 
correspondant à x^ et x,, constants et à Xi et x^, variant respective- 
ment de o à (0, et de o à m^. La période correspondante est 

on aura donc de cette façon, pour l'intégrale ci-dessus, les six pé- 
riodes 

Nous allons voir maintenant qu'il ne peut _v avoir plus de six 
périodes. Si, en efl'et, nous considérons d'abord une variété fermée 
à deux dimensions pour laquelle X\ soit constant, nous serons 
ramené au cas de trois dimensions et nous avons une période équi- 
valenle aux périodes dans lesquelles i et k sont égaux à un des 
nombres a, 3, 4- Supposons que x, ne soit pas constant; pour 
une valeur de X\ , nous aurons dans le continuum considéré à deux 
dimensions une certaine courbe fermée C que nous pouvons re- 
garder comme tracée dans l'espace à trois dimensions (x^jX^, x^) 
dans le parallélépipède ((1)3, w^, w,). Getle courbe C peut être dé- 
formée et remplacée par une somme de courbes correspondant à 
des parallèles aux arêtes du parallélépipède (to^, W3, wj); on devra 
ensuite faire varierai), et, si l'on a une période différente de zéro, 
il faudra nécessairement que x^ varie entre o el (n, , et l'on ne re- 
trouve que les périodes précédentes. Par conséquent 
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21. Comme troisième exemple de variété fermée à qiiatre 
dimensions, considérons celle qui serait définie en associant un 
point d'une surface (S) à p trous dans l'espace (^i, x^, x^') à un 
point d'une surface (S') à/>' trous dans l'espace (_x\^ x',, x'^). 

Nous obtiendrons toutes les variétés à une dimension en asso- 
ciant d'abord à chaque point de (S) une courbe fermée de (S'). Or 
il existe sur cette dernière ip' courbes qui ne peuvent se réduire 
à zéro, et qui, prises ensemble, ne forment pas une frontière com- 
plète. En associant un point de (S') aune courbe fermée de (S) on 
trouve 2/> nouvelles courbes irréductibles; donc/)|^ap + 2/)'-|-i ■ 
D'ailleurs toute antre variété fermée qui ne se réduit pas à zéro 
est une somme des variétés précédentes affectées au besoin d'un 
coefficient n entier. Par suite/), ^ ip + 2jo'+ r. 

Relativement à/jj on obtient de suite ^pp' + 2 variétés ne for- 
mant pas de frontière séparément, à savoir d'abord les deux variétés 
obtenues en associante un pointde {S)la surface (S') tout entière 
et réciproquement. On peut ensuite associer à chacune des 2/) 
courbes que l'on peut tracer sur S chacune des ip' courbes que 
l'on peut tracer sur S', ce qui donne :^/)jo' variétés, et l'on en con- 
clut 

et par suite, on a 

Pî^ 4pp'-^ 3. 

IV. — Sur une propriété des multiplicités fermées. 

Dans les variétés fermées que nous venons d'étudier, une circon- 
stance remaïquable s'est présentée. Pour les variétés à trois dimen- 
sions que nous avons considérées on avait 

et pour les variétés à quatre dimensions 



22. C'csl là un cas particulier d'un théorème général dont l'é- 
noncé est que ". Pour une variété /ermée, les nombres de iietli 
également distants des extrêmes sont égaux. Ainsi, en désignant 
parE„ une variété fermée d'un nombre quelconque de dim 
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Pa = P,i- 



Nous allons démoiilrer ce théofèmc pour m ^ i , mais faisons 
d'abord quelques remarques générales relalives à l'intersection de 
deux variétés fermées. Dans ce qui suit nous désignerons par le 
symbole (Vj) un groupe de variétés d'ordre ('. 

23, Deux variétés fermées Vj,_a, Wn^/s comprises dans Eh se 
couperont en général suivant une variété d'ordre n — h — k, mais 
cet ordre pourra êlre plus élevé si elles appartiennent toutes deux 
à une variété V,n comprise dans E„. 

On en conclut que, dans une variété E^, on pourra toujours 
disposer des variétés Vj et V^ de manière qu'elles ne se coupent 
pas, si la somme i + k est inférieure à n. 

Si l'on considère un certain nombre de variétés de mêmes di- 
mensions comprises dans En, soil V^, V^, -.-, on peut toujours, 
au moyen de ces variétés, en former une seule, en les réunissant 
deux à deux par une variété du même ordre dont toutes les dimen- 
sions, sauf une, sont très petites. 

24, Deux variétés du même ordre V^ et V^^ comprises dans E„ 
ont en général comme intersection un groupe de variétés (V). 
dont l'ordre est au plus égal à m — i. Ce groupe formera frontière 
si les deux variétés V^ el V'„ appartiennent à une même variété 
Wn,+i sur laquelle l'une d'elles, soit Vj^^, forme frontière : en 
effet toute courbe fermée appartenant à Wm+i et en particulier 
à V^ doit couper VJ^ et par suite (V) en un nombre pair de 
points. Ainsi, lorsqu'une variété V^ ne forme pas frontière dans E,,, 
elle ne peut être considérée comme l'intersection unique de deux 
variétés fermées formant frontière, comprises dans En : elle ne peut 
être que l'intersection unique de deux variétés ne formant pas 
frontière. 

Nous admettrons que, dans une variété E„, on puisse toujours, 
en vertu de la continuité et de la connexion linéaire, consi- 
dérer une variété V, comme l'intersection commune unique de 
n — 1 variétés Vn_i contenues dans E„. C'est ainsi que, dans 
l'espace à trois dimensions, on peut toujours, en général, par une 
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surfaces qui ne se coupent que s 
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courbe faire passer deux 

celle courbe. 

D'une manière générale, on peut toujours supposer qu'une 
variété Vi est l'intersection commune unique de n — 3t + i 
variétés V„_j comprises dans E„. En effet si, par la variété Yi, on 
suppose menées k variétés Vn_,-, elles se couperont, en général, 
suivant une variété d'ordre n — ki; on pourra faire en sorte 
qu'elles ne se coupent que suivant V,- si n — /:('<; è, c'esl-à-dire 
si i^>- ~ ■ Or, ou a ii — 2/ + i >■ — ^: du moinenl que i est 
moindre que — 

25. Considérons encore une variété V| qui, comme nous ve- 
nons de Je dire, peut êlre considérée comme l'intersection com- 
mune de n — i variétés V„_). Je dis que, si toutes ces variétés 
forment frontière, la variété V, formera frontière. Soient 



V?,- 






nos n — i variétés, et envisageons les intersections de la pre- 
mière de ces variétés avec toutes les antres. Nous obtiendrons 
ainsi n — a groupes de variétés V«_a, qui n'auront en commun 
que la variété V,, et chacun d'eux formera frontière sur E„. En 
continuant ainsi de proche on voit que, finalement, V| pourra 
être considéré comme l'intersection commune de deux groupes de 
variétés V., 

qui forment respectivement frontière sur E,i. D'ailleurs, une des 
variétés VJ ne peut avoir en commun, avec le groupe des autres 
(V^) que la variété V, ; donc, toute courbe fermée tracée sur VJ 
doit couper (V^) et, par suite, Vi , en un nombre pair de points, 
et la proposition est établie. 

Au lieu d'une seule variété V|, on aurait pu considérer un 
groupe de ces variétés, et la conclasion est encore la même. 

Plus généralement, si l'on envisage un groupe de variétés 
YiilS,^) comme l'intersection commune an — ii-\-i variétés 
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on démontre, sans changer en rien du raisonnement précédent, 
(|iie, si toutes ces variétés forment frontière, le groupe des 
variétés V,- formera frontière, 

La conclusion finale de cette proposition est qiie,,^/ un groupe 
de variétés V, ne forme pas frontière, l'une au moins des 
variétés V„_i qui le contient ne forme pas frontière. 

26; Ces préliminaires étant posés, proposons-noiis de démon- 
trer l'égalité 

Pr---P^i- 

Il est d'abord très facile de voir qu'entre /;i| etp„_, existe la rela- 
Considérons, en effet, les />„_ , — i - : /, variétés d'ordre /?, — i , 

v,i_,, vi.,, .... vLi, 

qui ne forment pas frontière sur E,j. On pourra passer, par une 
courbe continue C', d'nn point siliié d'nn côté de la variété VJ,_| 
à un point silué de l'autre côté, sans rencontrer aucune des 
autres variétés V,i_i. Soient 

Cl, G^ ..., cj. 

les À courbes que l'on peut ainsi tracer pour chacune des X va- 
riétés V«_|. Par les courbes C, on pourra faire passer une variété 
fermée à deux dimensions, soilVn, comprise dans En- Chacune 
des variétés Vn_i coupera cette surface suivant au moins uoe 
courbe, dont l'une, que je désigne par P' pour îa variété V^_,, 
passe par le point correspondant. Il est clair que T' ne rencontre 
C qu'en un seul point. Donc les C ne forment pas frontière 
sur Vî, c'est-à-dire sur toute surface fermée qui les contient, et 
par suite sur E,j. On en conclut 



27. Nous allons montrer que, réciproquement, 
Pa-ilpi- 
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C'est la eonchision presque immédiate du lemme du n^ 25. Soient 

Vj, Vf, ,.., V^ {l r^pi — i) 

les p — i variétés qui ne forment pas frontière sur E,;. Considé- 
rons deux de ces variétés V] et V^. Par chacune d'elles passe au 
moins nne variété V„_, qui ne forme pas frontière. Mais, si l'on 
considère le groupe des variétés Y„_, qui ont V] en comraun, et 
le groupe des variétés V„_) qui ont VJ en commun, il y aura an 
moins deux de ces variétés, une dans chaque groupe, qui, prises 
ensemble, ne formeront pas frontière, car, s'il en était autrement, 
on pourrait, au moyen des variétés des deux premiers groupes, 
former un troisième groupe de variétés dont chaque élément for- 
merait frontière, et qui auraient en commun les deux variétés V, 
et V» ne formant pas frontière, ce qui est impossible. En conti- 
nuant de proche en proche le même raisonnement, on en concUil 

d'où l'égalité 

Dans son Mémoire sur VAiialysis silus, que nous avons cité 
plus haul, M. Poincaré a donné une démonstration générale de 
régalité/>,„ = />H_m(p- 33 à 46). Sa démonstration repose sur des 
considérations entièrement différentes, mais peut-être plusieurs 
points auraient-ils besoin d'être complétés. Aussi, avons-nous 
snivi une autre voie, mais nous avons dû nous limiter au cas de 
m = \. 
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DES INTÉGRALES DE FONCTIONS RATIONNELLES 
DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 



I. — Des intégrales doubles de fonctions de deux variables com- 
plexes. Extension du théorème de Cauchy, d'après M. Poin- 

1. En diisignant par F{a;,j)') une fonction analytique de deux 
variables complexes x ely, chcrclions d'abord ce que l'on doit 
entendre par l'intégrale double 



(.) //fc«„ 



y)d^dy. 



Cette expression n'a en elle-même aucun sens, mais il n'y a 
aucune liésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons 



et considérons ic,, ic^, X^jX^ comme fonctions de deux paramètres 
Il et v; soit A une certaine aire dans le plan {((, v). L'intégrale 



//^' 






sera, par dérmition, la valeur de l'intégrale (i) étendue à la por- 
tion de la. surface de l'espace à quatre dimensions («j, iCa, ar^, ^4) 
qui correspond à Taire A du plan (w, v). Si l'on permute x et y, 
on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire; d'après 
nos conventions antérieures sur les intégrales multiples des espaces 
à un nombre quelconque de dimensions, nous regardons cette 
seconde intégrale comme étendue à l'autre côté de la surface. 

Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de 
l'intégrale; en remplaçant x eiy par leurs valeurs, et posant 
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Nous avons donc, poiir la partie réelle ci pour !c coeffieienl de i, 
les deux intégrales de surface 

/ / V{dxidxii — -rfa^jttei) — (l{dx.^dxi-¥- dx^doci,), 

I 1 Çl{dieidx3— d'XîdTi^) -s- P^dxiidx^-^ dxidxi), 

intégrales de même forme que celles qui ont été étudiées au 
Chapitre \" {n" H). Ceci étant bien compris, cherchons avec 
M. Poinearé si l'on peut étendre, à ces intégrales doubles, le 
théorème fondamental de Cauehy. En d'autres termes, l'inté- 
grale double ci-dessus reste-t-elle invariable quand on dé- 
forme la surface d'intégration en la faisant toujours passer 
par le même contour? 

Nous allons voir que la réponse est affirmative, c'est-à-dire que 
les conditions trouvées au paragraphe précédent sont vérifiées. 
Prenons la première de ces intégrales 

/ / V{dxj rfa?3 — dx:ïd3:it) — (^{dx^dx^-A- dxidxCj. 



a doit poseï 



comme plus haut, sou 
/ / J.kikdxidxk, 

A,. = -.V.,= £ 



;t tous les autres A sont nuls. 
Or, nous avons ici quatre condit 
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est le nombre de combinaisons An quatre lettres U'ols 
Soit d'abord la condition 



et cette condition est vérifiée puisque P + /Q est une fouctii 
anal^-tiquc de x^ + ia:^- Prenons encore 



condition qui est également satisfaite. On s'assurera de la même 
manière que les deux conditions restantes sont vérifiées, 11 en 
est aussi de même pour [a seconde intégrale : nous pouvons donc 
affirmer que le théorème de Cauchy s'étend aux intégrales 
doubles. 

2. Le théorème de M. Poincaré, que nous venons d'établir, 
peut, comme dans le cas d'une seule variable, s'énoncer sous une 
autre forme. Considérons dans l'espace à quatre dimensions 
{xi,Xi^Xi^x^) une surface fermée; une telle surface, par 
exemple, pourra être obtenue en prenant 

^,.= ,?,■(«,■'), (1 = 1,3,3,4), 

les ^ étant des fonctions de u et v, périodiques par rapport à u 
et par rapport à v. SBpposons que cette surface se déforme d'une 
manière continue et puisse ainsi être réduite à un point ou à 
une ligne de telle manière que, pour l'ensemble des valeurs de T 
et y rencontrées par la surface pendant celte déformation, la 
fonction F ne cesse d'être bien déterminée et continue. La valeur 
de l'intégrale ne changera pas pendant cette déformation; elle ne 
pourra donc être que zéro, puisque l'aire de la surface d'intégra- 
tion tend vers zéro. Nous pouvons donc dire que, sous les condi- 
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lions indiquées, l'intégrale double 
étendue à une surface fermée, est nulle. 



II. — Des résidus des intégrales doubles de fonctions 

rationnelles ('). 

3. Si une surface ïznnée ne peut être rédiiiLe à un point ou à 
une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des 
systèmes de valeurs de xet è& y, poiirlesqiiellesF(x,y) devienne 
infinie ou indéterminée, la valeur de l'intégrale pourra être diffé- 
rente de zéro : on appelle alors celle valeur un résidu de l'inté- 
grale double. Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas 
où le continuum d'intégration reste tout entier à distance finie. 

Prenons d'abord nn exemple très simple; soit l'intégrale 



//^**' 



P(«, y) étant une fonction holomorphe de ^ el y dans le voisi- 
nage de a:^=- o, y:=o- Je considère la surface définie par les 
deux équations 

X = Ke-i, y = R'e-', 

les paramètres réels u et c variant de o à aii: : c'est une sur/ace 
fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est 



- f f PCRê«, R'e"!)dudi', 



dont la valeur est manifestement 

On aurait pu prendre, comme surface d'intégration, l'ensemble 



(') La notion de résidu des intégrales doubles de fonctions rationnelles est 
due à M. Poincarc (Sur les résidus des intégrales doubles, Acta mal/temaCica, 
t. II). Le point de vue auquel noua nous plaçons ici est celui qui a été adopté 
par M. Picard, dans son Slémoiie sur les fonctions algébriques de deuK variables 
(Journal de Matkématiquei, iSSg), dans le tome II de son Traité d'Analyse 
(p, ï5â), et dans le tome GXXIV des Comptes rendus. 
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de deux courbes fermées C et C entourant une fois l'origine dans 
les plans respectifs des variables x ely. Le résultai aurait été !e 
même. Suivant le sens d'intégration sur les deux courbes C et G, 
on peut obtenir des résultats de signes différents. 
L'intégrale double 

nous donnCj dans les mêmes conditions, 

et, en développant P(3;, j)') suivant les puissances de x ely, il 

i-"! / ».«-P \ 

i. Présentons immédiatement quelques considérations géné- 
rales. Soit l'intégrale 



m 



P et A étant deux polynômes en a: et y, réductibles ou irréduc- 
tibles. Pour une valeur donnée à y, l'équation en x 

a un certain nombre de racines. Traçons dans le plan de la va- 
riable X un contour fermé C contenant à son intérieur un certain 
nombre de racines 

de l'équation précédente. Quand j' varie d'une manière continue, 
les 3> varient d'une manière continue ; déformons en même temps 
d'une manière continue le contour G de manière que les racines 
Xi, Xi, . . ., x^ restent toujours à son intérieur et que les racines 
de l'équation A, primitivement extérieures à C, lui restent 
toujours extérieures. Supposons que la variable jk décrive alors 
dans son plan un contour fermé T tel que, quand elle revient au 
point de départ, les racines x,, x^, . - ., Xa reprennent la même 
valeur ou soient seiilement permutées entre elles, et que le con- 
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tour C puisse à l'arrivée reprendre la même position qu'au déparl. 
Dans ces conditions, l'ensemble des courbes C, correspondant 
auxdivers points de F, peut être regardé comme formant un 
continHum/e/-mé à deux dimensions dans l'espace à quatre di- 
mensions. La fonction rationnelle 

reste finie pour tous les points de celte surface, et la valeur cor- 
respondante de l'intégrale double est en général différente de zéro. 

S. Faisons une première application de ces gcncralitcs. Nous 
envisageons l'intégrale 



//> 



Q(:r,/)R(:E,j) 






Q et R étant deux polynômes, et nous supposons que le point 
^ ^ o, ^ ^ o soit un point simple de rencontre des deux courbes 
Q ^ o et R = o. Pour une valeur dey voisine de ïéro, l'éf|uation 
Q :^ o a une racine x, voisine de zéro, et l'équation R ^ o une 
racine x^ voisine de zéro, de telle sorle que 

Q(*i,>-)=o, R(i(^î,7) = o. 

Prenons comme courbe Cnne courbe dans le plan des a: entou- 



rant X, et laissant x^ à son eslérienr. Quand la variable y décrit 
autour de l'origine une courbe fermée T suffisamment petite, les 
points X, et x^ reviennent à la fin à leur position initiale, et si C, 
en se déformant, reste suffisamment rapproché de x,, il laissera 
toujours X2 à son extérieur. On peut par exemple supposer, si l'on 
veut, que C est un cercle de rayon asseï petit, ayant x, pour 
centre. 

Cherchons la valeur de l'intégrale prise le long de la surface 
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fermée correspondant à T el à l'ensemble des courbes C. Laissant 
d'abord y constant, nous avons à prendre, dans le plan des x, 
Vinlég^rale 

Il faut Jonc calculer le résidu par rapport à ^i de !a fonction 
rationnelle 

Nous avons, pour valeur de celte première intégrale, 

" Q;(a;i,j)R(37i,j)' 
et il faut prendre raainlenant dans le plan cîcs^ 

Au dénominateur, R(x,, y) est une fonction dey s'annulant 
pour^ = o. Or, le résidu pour jk ^ o de )a fonction sous le signe 
d'intégration est 

Or 

On trouve donc, pour la valeur de l'intégrale, 



Il est aisé de vérifier que si l'on avait pris un contour C eove- 
loppantles deux racines x, et cc^, la valeur de l'intégrale aurait 
été nulle. 

6. Un cas présentant une grande analogie avec celui qni vient 



y Google 



CHAPITHE m. 

;iiper est celui où l'on aiirail l'intégrale 






la courbe A(x,y) = o ajaot un point double à l'origine. Nous 
avons pour_j' voisin de zéro deux racines x, et x^', nous considé- 
rons les mêmes courbes que plus haul. On a alors à calculer 



P(^.,r) 



dy. 



Le résidu de la fonction sous le signe d'intégration est 

P(o,o) 



l„dx^ , „ \ 
\ dy •'^ ly=^ 

Or, pour ^ =^ o, -,— satisfait à l'équation du second degré 

et l'on trouve alors de suite pour valeur cîe l'intégrale 

,^, ^ P(q,o) 

[v/(A^^)^-Ai>A;>J^=. 

Ceci suppose que l'on n'a pas un point de rebroussemcnt. Dans 
ce cas, les deux racines ic, el x^ se permutent quand j^ tourne 
autour de l'origine, et pour que la surface considérée soit fermée, 
il faut que ^ tourne deux fois autour de l'origine. On a alors à 
prendre l'intégrale 

le long d'une courbe entourant deux fois l'origine, et l'intégrale 
est nécessairement nulle. 

7. Après ces exemples, revenons aux considérations générales 
du n° 4. Le cas le plus simple serait celui où le contour C ne 
contiendrait qu'une seule racine Xi à son intérieur; il faudrait 
alors que le contour Y du plan des y fût un cycle pour la racine Si 
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de l'équalion 

de telle sorte que Xi revienne à sa valeur initiale qnandy décrit F. 
En intégrant d'abord, en laissantjK conslanl, nous avons 

AU^i.r)' 

et l'intégrale cherchée est égale à 

jÇ/fc e^; lionc égale à une période d'une intégrale abélienne 
relatii'e à la courbe A.{x, _^) := o ou à une de ses courbes com- 
posantes, dans le cas oà A serait réductible. 

Soit maintenant d'une manière générale 



un ensemble de racines siutées' dans C et se permutant les nnes 
dans les autres quand ^j' décrit T. INous pouvons substituer à C un 
certain nombre de courbes fermées de telle sorte que chacune 
d'elles ne contienne que des racines se permutant circulairement 
les unes dans les autres, et notre surface primitive sera ainsi rem- 
placée par un certain ftonibre de surfaces plus simples. Il suffira 
de considérer l'une d'elles, et de supposer par conséquent que C 
ne renferme que a;,, x^, ..., x^^, en admettant que celles-ci se 
permutent circulairement. Nous aurons comme valeur de l'inié- 

Or, d'autre part, la courbe V parcourue p. fois formera évidem- 
ment un cjclc pour la racine Xi ; formons alors l'inlégraîe 



^'/l 






le long du cycle ainsi défini. La valeur de cette intégrale sera 
égale à l'expression (2), les différents termes de cette expression 
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COtrespondanl aux différents tours faits sur la courbe T. Nous 
retrouvons donc encore, comme plus haut, une période d' inté- 
grale abélienne. 

Prenons, comme application, l'intégrale double 

r r __dx dy 



(3) 

On formera l'intégrale simple 






! étant lie h. y par la relation 



Les deux périodes de cette intégrale elliptique de première 
espèce seront les résidus de l'intégrale double (3). 

8. Nous venons d'indiquer une classe très étendue de surfaces 
fermées pour lesquelles la valeur correspondante de l'intégrale 
double se ramène à une période, polaire ou cyclique, d'une inté- 
grale abélienne. On peut se demander si la valeur de l'intégrale 
double d'une fraction rationnelle 









prise suivant une surface fermée arbitraire, assujettie seule- 
ment à ne pas rencontrer le continuum- défini par l'équation 

se ramènera à une somme de multiples des valeurs que nous 
venons de trouver. La réponse est affirmative, et c'est ce théorème 
que nous allons établir. 

Si l'on pose x = x,'^ i^r^, y=^y,-\- iy^, toute surface à deo\ 
dimensions sera représentée par deux relations entre 



Nous supposons que le champ d'intégration ne corresponde pas à 
X arbitraire, y restant constant, auquel cas l'intégrale serait nulle. 



y Google 



DES INTÉGHilES DE FOKCTIOKS RATIOMEltES. Ôg 

Nous admettons aussi que le polynôme A{a;,y) et ses divers fac- 
teurs irréductibles (s'il est réductible) contiennent simultanément. 
xely, comme on peut toujours le supposer, en ayant fait préala- 
blement une substitution linéaire. 

Pour une valeur donnée à^a, rcf|uation 

ou, ee qui revient an même, les deux équations 

définissent un ensemble de valeiirs de a:,, X2,yi que l'on peut 
regarder comme représentant un certain nombre de courbes 
gauches a dans l'espace à trois dimensions (^i, X2,yi)- Cbaque 
plan 

yi = consl. 

rencontre les courbes œ en un certain nombre de points toujours 
en môme nombre, à savoir : le nombre des racines de l'équation 
A{a:, y):= o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour 
certaines valeurs de y^ en nombre fini, l'ensemble des courbes a 
ne présente pas de points multiples ; les valeurs de y^, pour les- 
quelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coef- 
ficients de i dans les valeurs de y pour lesquelles l'équation 
A{x,y)-^ n a une racine multiple. 

Ceci posé, revenons à notre surface fermée S d'intégration 
conçue tout à fait d'une manière générale- La surface étant tout 
entière à distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour 
des valeurs de ys comprises entre deux certaines limites «, et «2 
((ïi<;(T2)' Quand ^2 en croissant devient égale à a,, une courbe 
correspondante commence à paraître sur S. Deux cas peuvent se 
présenter; ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la 
limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute 
autre hypothèse la surface ne serait pas fermée. La courbe ne peut 
d'ailleurs, pour y^^^za,, se réduire à un point si l'on veut que 
l'intégrale soit différente de zéro, car pour_^î arbitraire la courbe 
correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des 
courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire 
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à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de 
la surface. Nous avons donc pour^^^a, une certaine courbe, 
enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y^ croît, celte 
conrbe se dédouble, et l'on a ainsi poury^ arbitraire des couples 
de courbes qui, pendant la variation continue de y^, ne peuvent 
disparaître que deux par deux en venant à coïncider. Nous dési- 
gnerons par une de ces courbes correspondant à une valeur 
d'ailleurs quelconque de_j'2. 

Considérons alors une courbe G et les lignes a qui correspondent 
à la même valeur dejKî- Par cette courbe C faisons passer une sur- 
face S ayant C pour contour. Cette surface rencontrera une on 
plusieurs lignes a; soient M ces points de rencontre. Une défor- 
mation continue de G permettra, en supprimant des lignes par- 
courues deux fois en sens inverse, de la réduire à de petites 
courbes entourant les points M. On pourra ensuite déplacer ces 
dernières courbes de manière qu'elles soient cbacune dans un 



toutes ces réductions et tous ses déplacements s'etl'ectuant 
d'ailleurs sans traverser les lignes a. 

De cette façon nous avons remplacé la surface initiale S par un 
certain nombre de surfaces engendrées par une petite courbe située 
dans un plan 

K étant une constante, qui varie avec^a suivant iine loi en grande 
partie arbitraire. Chacune de nos nouvelles surfaces rentre dans le 
type des surfaces étudiées au numéro précédent; l'ensemble des 
valeurs de y^ el de y^ donne sur le plan de la variable y une 
courbe fermée, et à chaque point de cette courbe fermée cor- 
respond une petite courbe dans le plan de la variable x. Le théo- 
rème est donc établi. 

On pourrait encore l'établir de la manière suivante. Nous 
avons désigné par a, et a^ les valeurs entre lesquelles varie y^; 
soient pareillement 6| et b^ les valeurs entre lesquelles varie _j^i. 
Quand ^2 va en croissant de a, à «a, chacune des courbes a en- 
gendre une portion de surface, et l'on a ainsi autant de lames de 
surface qu'il y a de racines. Ces lames ne se coupent pas et se 
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louchent seulement aus points qui correspondent aux racines 
multiples. L'intersection de cette portion de surface par un plan 
_/, ^ K se compose donc d'autant de portions de courbe ^ qu'il 
y a de racines, ces courbes ne se coupant pas et pouvant seule- 
ment être tangentes. 

Revenons maintenant à notre surface d'intégration. A cliaque 
valeur dey^ correspondront une ou plusieurs courbes fermées C 
dans l'espace x,,Xi,yi, et l'ensemble de ces courbes déterminera 
une surface fermée S complètement comprise entre les pians 
y, = bi,yi=: b2- Cette surface pourra couper une ou plusieurs 
des lames de A définies précédemment, mais elle ne pourra en 
traverser complètement aucune. Envisageons en effet une courbe 
d'intersection de S avec une des lames de A. Sur cette courbe, 
considérée comme appartenant à A, ^^ varie de a, à a^, et con- 
sidérée comme appartenant à S, j'a varie entre des limites au plus 
égales. Si donc l'intersection était complète, il existerait au moins 
sur la surface d'intégration un point appartenant à A. 

La surface S possède donc un certain nombre de trous, par 
lesquels passent une ou plusieurs lames ou portions de lames 
de A et l'on conçoit que l'on puisse, par une déformation continue, 
substituer à la surface S une nouvelle surface à trous, tangente 
aux plans yi ^ 6), jVi =: ^21 et par lescjuels passeront entièrement 
une ou plusieurs lames de surface A, 

On peut donc considérer la surface d'intégration comme dé- 
finie par deux équations de la forme 

c'esl-<i-dirc qu'elle est située dans l'espace a:, , X-i, y\ , y-, sur une 
sorte de c_ylindre indéfini, P, (^1, X'^, yi)^Q, qui ne reocontre 
pas la portion de A définie p!us haut. On peut alors, par une se- 
conde déformation continue de la surface d'intégration sur ce cy-, 
lindre, lui substituer une nouvelle surface définie par des équa- 
tions de la forme 

ce qui suffit pour établir le théorème énonce. 
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c démontré que tout résida de l'intégrale double 



fr-m, 



peut être regardé comme une période logarithmique ou cy- 
clique d'une intégrale abélienne. 

9. Considérons, comme application, une inlégrale double 
étudiée il y a longtemps déjà par Didon \^Sur une formule de 
Calcul intégrcil {Annales de V Ecole Normale, iS^jS)]. Ce géo- 
mètre, guidé sans doute par la pensée de tronver le nombre des 
racines communes à deux équations simultanées 

racines pour lesquelles Vx lut compris dans un certain contour C 
du plan des x, tandis que Vy devait être à l'intérieur d'un 
contour C du plan des^, considéra l'intégrale double 



r r l^dxdy 



(4) 

oi\ \=^ 4~ -^ — T^^'Ia variable x décrivant C et la variable v 
OS! oy oy ax " 

décrivant C. On suppose, bien entendu, qu'il n'^' a pas de système 

(x, y) annulant soit/, soit (p pour lequel x soit sur C et^ sur C. 

Cette inlégrale offre évidemment une certaine analogie avec Tin- 

tégrale de Caucliy 

àf 



Xx" 



qui est égale au produit par 271/ dénombre des racines contenues 
dans C. 

Didon démontre que l'intégrale (4) est égale au produit de 
(aîîi)^ par ïin nombre entier, mais ici ce nombre enlier n'a en 
général aucune relation avec le nombre des racines communes 
aux deux équations. Au point de vue où nous sommes placés, le 
résultat de Didon devient évident, et l'on peut même lui donner 
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ne forme plus générale en considéranL l'inlcgrale donbli 






étendue à une surface fermée quelconque à deux dimensions S 
de l'espace à quatre dimensions, pourvu que sur celte surface /ff 
soil Lûujours différent de zéro. Posons 

à la surface S de l'espace à qiiaire dimensions (^, y) correspond 
une surface fermée S de l'espace (X, Y); on a donc à considérer 
rjnlégi-ale double 



sr 



dXdY 



Or tous les résidas de cetle intégrale double sont égaux à un 
multiple de (n-izi)^-; on a donc pour valeur de i'intégrale (_/\) une 
expression nécessairement de la forme 

p étant un entier positif ou négatif. 

U serait facile de démontrer directement ce résultat sans re- 
courii' à aucune théorie sur les intégrales de fonctions de deux va- 
riables complexes; c'est ce que fait Didon, Considérons d'abord 
l'intégrale 

^ dx dy 



II' 



- dœ dy. 



Désignons par x^ et y^, les valeurs initiales d'intégration sur C 
et C; prenons une détermination initiale de 

et, dans la suite, log/(3r, y) désignera la détermination obtenue du 
logarithme, quand x eiy ont marché respectivement sur C et C 
depuis x^ et yt, dans le sens positif. En intégrant par parties, 
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on a 










»f 


io 





log/(a:J|,^) indique la valeur de io§fix,y) quand x revient 
en Xa', la diÉférence des logarilhmes qui figurent dans l'intégrale 
double du second membre est donc égale à 2Ttim, m étant un 
enlier. On a de la même manière 

à/ do 

et la valeur de it>g/{a:, y^)—iog{x', y^) est égale à 27-.*/!, n éranl 
un entier, La valeur de l'intégrale (4) se met alors sous la forme 



n' étant des entiers ; nous arrivons donc à 



qu 



t bien de la forme voulue. La signilication des entiers 



et n est d'ailleurs immédiate, mais le coefficient de — 4^^^ peut 
avoir une valeur absolue différente du nombre des racines des 
équations y^o, fp^=o, [jour lesquelles Vx est compris dans C et 
\y dans C. 

C'est par une tout autre voie qu'on pourrait obtenir le nombre 
des racines des deux équations 
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pour lesquelles l'x est conieou dans le cooLour C, el l'y contenu 
dans le contour C. On sait, en effet, qu'on peut représenter (') 
par une intégrale triple le nombre des racines des deux équations 
précédentes contenu à l'intérieur d'un conlinuum fermé S à trois 
dimensions situé dans l'espace à quatre dimensions (a:,y); cette 
intégrale triple est étendue à ce continuum S. 11 suffira ici de 
prendre pour continuum S la somme du continuum obtenu en 
donnant à a; une position quelconqiie à l'intérieur de C tandis 
que ;)' reste sur C, et du continuum analogue qui correspond à x 
restant sur C tandis que y occupe une position quelconque à 
l'intérieur de C. La solution du problème proposé est donc 
fournie par une intégrale triple, et non par une intégrale double. 

10. Faisons, en terminant, une remarque importante (^), qui 
accuse une différence profonde entre la théorie des intégrales 
doubles de deux variables complexes el celle des intégrales 
simples d'une variable complexe. Dans cette dernière théorie on 
ne peut faire passer le chemin d'intégration [jar un point où la 
fonction devient infinie : bornons-nous aux jnlégxalci de fractions 
rationnelles; l'intégrale 

J Q(^) 

n'a aucun sens, si le chemin d'Intégration passe par une racine 
du polynôme Q{s). H peut en être autrement dans le cas des inté- 
grales doubles ; soit l'intég 

Elle pourra avoir un sens bien déterminé si la surface d'inté- 
gration S rencontre le continuum défini par l'équalion 

Q(^,.r) = o- 

Il en sera ainsi si les points de rencontre des eonllnuuni S et 



{!) On peut consulter le Chapitre VII du Tome II du Traité d'Analyse ài: 
M. Picard, oà sont exposés les travaux de Kronecker et de M. Picard sur ces 
questions. 

( = ) Cette remarque a clé faite par M. Poincaré dans ie Mémoire déjà cité 
{Acta malhematica, t. IS, p. 368). 
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Q ne forment pas une ligne, e'est-à-dire sont des points isolés, 
et si eu ces points le quotient -^ devient inrini seulement du pre- 
mier ordre. On sait, en effet, qn'une intégrale double ordinaire 
a un sens, quand l'élément devient infini eu un point A, pourvu 
que la fonction sous le signe d'intégration soit de l'ordre -j en 
désignant par p la distance du point variable au point A. 
Prenons, comme exemple, l'intégrale 



// 









le rapport y n'étant pas réel. Supposons que la surface S d'inté- 
gration corresponde à un ensemble de valeurs réelles de œ et y, 
parmi lesquelles se trouvent x =:y = o. L'intégrale aura un sens, 
quoique la fonction sous le signe d'intégration devienne infinie 
pour a: = o,y = o [nous supposons P{o, 0)^0], Nous pouvons, 
en effet, sur S, poser 



t G étant réels : nous avons alors l'intégrale 



// 



P(pc os0,p5in9) 
■ -Hôsinfl -^ 



Avec l'hypothèse faite sur le quotient ri le dénominateur ne 
peut s'annuler pour une valeur réelle de 0, et l'intégiale a, par 
suite, une valeur parfaitement déterminée. Le continuum d'inté- 
gration et le continuum 

ont ici, eomme seul point de rencontre, l'origine. Les circonstances 
seraient autres si -r était réel; il y aurait alors une courbe de 
rencontre entre les deux continuum et l'intégrale n'aurait aucun 



Revenons au cas général de l'intégrale 



II 
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et supposons que la surface d'intégral ion S rencontre en un point 
le coniimuim Q. On déforme la surface S en lui laissant le même 
contour. Le point de rencontre (as, y) avec Q va se déplacer; il 
va passer de la position A, de coordonnées (x, ,yi) à ta position 
A2 de coordonnées (aj^i^a). La valeur de l'intégrale ne restera 
pas constante, comme dans le cas oît S ne rencontrait pas Q; il 
est facile de trouver la différence des valeurs finale et initiale de 
l'intégrale. Cette différence sera égale à la valeur de l'intégrale 
prise le long de la surface engendrée par «ne courbe infiniment 
petite entourant le point œ, racine de l'équation 

quand {^,y) se déplace de {x,,y,) À {x,,,^^); elle sera donc 
égale à l'intégrale simple 



/:' 






commf! on le voit de suite, en faisant des calculs analogues 
du n" 7. 



III. — Des intégrales de différentielles totales 
de fonctions rationnelles. 

11, ISous avons considéré dans la Section précédente des inté- 
grales doubles dans l'espace à quatre dimensions {x,j x^, ^i) JJ'a) 
qui est le champ de variation des deux variables complexes xety. 
D'autres intégrales se présentaient tout d'abord plus immédiate- 
ment; ce sont les intégrales de différentielles totales de la forme 



fxdx-hBdy, 



A et B étant des fonctions rationnelles de x et y, et en supposant 
vérifiée la condition d'intégrabilitc 



ÛX _ àB 
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Daûs ces conditions riiilcgralc 



c 



Xdx^'Ë dy 

De varie pas quand on intègre sur une ligne allant du point 
(^0,^0) au point {x^y), pourvu qne la ligne, en se déformant, 
garde les mêmes extrémités et ne rencontre aucun point pour 
lequel A et B cessent d'être continues. 

Si l'on intègre le long d'une ligne fermée, on aura une valeur 
qui ne changera pas quand on déformera la ligne sans traverser 
aucune singularité des fonctions A et B. Réduisons A et B au 
même dénominateur, et soit 

K(x,y)' lK{^,y)' 

On peut supposer que chacun des facteurs irréductiUes du poly- 
nôme R (a;, ^) dépende à la fois de a: et^'; il sera toujours possible 
d'arriver à ce résultat en effectuant sur x eX. y une substitution 
linéaire. Nous allons montrer qu'une ligne fermée arbitraire, ne 
rencontrant pas le continuuni 

(5) R(,-r,x) = o, 

peut être déformée, sans rencontrer ce continuum, de manière 
que l'on ait pour tous les points de cette courbe 



Par chaque point de la ligne L nous pouvons, dans l'espace à 
quatre dimensions, mener une droite ne rencontrant pas le con- 
tinuum R. Si nous partons d'un point déterminé de L correspon- 
dant à y^^^y^ el que nous décrivions ce contour, on peut à chaque 
point associer une telle droite, celle-ci se déplaçant d'une manière 
continue; quand on revient au point de départ A, il peut arriver 
que la droite obtenue en arrivant ne coïncide pas avec celle que 
l'on avait au départ. Considérons un plan 

le lieu des points de rencontre avec ce plan des droites précédentes 
forme une courbe L', non fermée en général, et ses deux extré- 
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mités a et a! correspondent au point A de L. Uae déformation 
conliniie, sans traverser le continuiim R, permet de passer de L à 
la ligne fermée \ formée du segment de droite Aa (sur lequel j)'^ a 
la valeur initiale^"), de la courbe L' et de ladroite a'A (jKa ayant 
la vaieiir j/^). D'autre part, considérons la ligne correspondanl à 
y^ ^y\ et à une courbe arbitraire Y allant de rt' à a dans le plan 
y^ =3^"; les trois lignes Yi «A, Aa' forment une courbe fermée V 
située dans le plan_/i=:^". L'ensemble des deux courbes 'k et X', 
en tenant compte des parties communes qui se détruisent, se réduit 
à une certaine v.owrha fermés située dans le plan 

II en résulte que la courbe L est remplacée par deux contours : 
l'un situé dans le plan ^i^j^J, l'autre'dans le plan y.^-=.y''^. 
Chacun de ces contours peut maintenant être ramené facilement à 
un contour pour lequel on ait 

y = coiist. 

Prenons, par exemple, le contour pour leqiiel ^^^y". Pour 
celte valeur^", les deux équations 

déterminent dans l'espace (iCj, x^-, yC) des courbes p. Chaque 
plan _/! ^const. rencontre les courbes p en un certain nombre de 
points toujours en même nombre, à savoir le nombre des racines 
de l'équation R(^, ^)= o pour une valeur arbitraire donnée à y. 
Sauf pour certaines valeurs de y^ en nombre fini, l'ensemble des 
courbes p ne présente pas de points multiples; les valeurs de y^, 
pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent 
aux coefficients de i dans les valeurs de y poiir lesquelles l'équa- 
tion R = o a une racine multiple. On peut supposer que y\ n'est 
pas une de ces valeurs singulières et déformer la ligne étudiée de 
façon à la faire venir dans un plan 



nous avons alors, comme nous le voulions, réduit notre 
à être dans un plan y ^= cous t. 



y Google 



70 CHAPirnE m. — des intégrales de fonctions «ationnelles. 
Il résulte de là que les résidus de l'intégrale 

J H 

sonl ceux de l'jntéa;ra]e relative à la seule variable .t 
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seront par conséquent indépendants de y. Il faut donc néees- 
saJremcnl que Va valeur de 

Xf étant une racine de 



soit une fonction de^ se réduisant à «ne constante; ceci doit être 
nne conséquence de la condition d'intégrabilité. 
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SINGULARITES D'UNE SLRFACE ALGEBRIQUE. DES INVA- 
RIANTS D'UNE SURFACE AU POINT DE VUE DE LA GÉO- 
MÉTRIE DE SITUATION. 



I. — Réduction des singularités d'une surface algébrique, 

1. La première question qui se présente dans la théorie des 
fonctions algébriques de deux variables est l'élude de ses singula- 
riiés. On sait que les points singuliers d'une surface algébrique 
peuvent être exlrêmement variés ; une surface peut avoir des poinLs 
singuliers isolés, ou des points singuliers formant une courbe 
continue qui est une ligne multiple- 

Avant d'entrer dans une étude approfondie, on peut remarquer 
que la représentation paramétrique des coordonnées d'une surface 
à l'aide de fonctions algébriques de deux paramètres conduit en 
général à certaines singularités qu'il sera naturel, à ce point de 
vue, de regarder comme ordinaires. Prenons d'abord le cas d'une 
courbe algébrique, et supposons que l'on ait 

yet cp étant des fonctions algébriques d'un paramètre u. Consi- 
dérons les deux équations 

/{«) = /(«'), 

ç(«) = ç(«'). 

On a là deux équations à deux inconnues u et (('. En dehors de 
la solution u = u' , on pourra avoir un nombre limité de solutions 
{u, u'); à ces valeurs, en prenant les déterminations convenables 
des fonciionsy" el cp, correspondra le même point de la courbe, et 
en général deux branches de courbes passant par ce point. Celui- 
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ci sera donc lui point double, et, par snUc, au poini, de vue pa- 
ramétrique où nous venons de nous placer, uo point double 
peut être envisagé comme une singularité ordinaire. 

Passons maintenant au cas d'une surface, et partons encore 
d'une représentallon paramétrique 

où/, a, i sont des fonctions algébriques de ti et f. Considérons 
les équations 

Nous avons là trois équations à quatre inconnues u, f, u', v' . En 
laissant de côté les solutions u ^ u' , c ^ c', nous pourrons avoir 
des solutions dépendant d'une arbitraire, et à ces solutions corres- 
pondra en générai sur la surface une ligne continue par laquelle 
passeront deux nappes de ia surface ; cette ligne sera une courbe 
double. 

Nous pouvons ici aller plus loin, en formant le système 

( ^(«,<.)=-j.(7*>')=.^(<^'') 

de sis équations à six ii 
solutions correspondant à 



ii pourra y avoir un nombre limité de solutions, et celles-ci cor- 
respondront en général à des points triples de la surface. Par un 
tel point triple O passeront trois lignes doubles de la surface et 
trois nappes de la surface se coupant deux à deux suivant ces 
lignes doubles. 

Les trois lignes doubles passant par le point O correspondront 
respeelivement aux équations que l'on obtient en prenant deux 
des trois colonnes verticales dans les équations (i) et en égalant 
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entre aux les termes d'une même Iig;ne. Le point sera en général 
un point triple pour la ligne double, el les tangentes aux trois 
branches de cette ligne seront en général distinctes. Le cône des 
tangentes à la surface au point O est formé de trois plans, corres- 
pondant respectivement aux trois nappes de la surface passant en 
ce point; on peut appeler un tel point triple un point triplanaire. 

2. Un cas particulier très simple et très intéressant d'une re- 
présentation paramétrique conduisant, comme ci-dessus, à un 
point triple est fourni par la surface de Stelner; il nous suffira de 
rappeler cet exemple. Soient 

/,(^,|3), M,^,n /.(',^), M''-.^A 

quatre polynômes quelconque du second degré en a ci °j. Si l'on 
pose 

"""/t' ^^a' "^^Tî' 

on a la surface du quatrième degré qui porte le nom de Steîner. 
Cette surface a été étudiée par Clebscb {^Journal de Crelle, t. 67) 
en se plaçant au point de vue du paragraphe précédent. On voit 
ainsi facilement, avec la représentation paramétrique, que la sur- 
face a trois droites doubles formant un Irîèdre, et le sommet de ce 
trièdre est un point triple. Dans le plan (a, P), les trois droites 
doubles correspondent aux trois côtés d'un triangle, et le point 
triple correspond aux trois sommets de ce triangle. 

3. Revenons au cas général. On sait que pour les courbes algé- 
briques la réduction des singularités a été faite par M. Nœtber à 
l'aide de transformations quadratiques. L'illustre géomètre d'Er- 
langen s'est aussi occnpé, à diverses reprises, de la réduction des 
singularités des surfaces ('), sans traiter toutefois, ce semble, la 
question dans son entière généralité. Après M. Ncether, on doit 



(') Nous citerons, particulièrement, un Mémoire de M. Nœtlier dans les 
Comptes rendus delà Société royale de Gôttingen, 1871, et une Note du même 
auteur dans les SUsiingsberichte de l'Académie de Berlin (1888). Dans ce dernier 
article est énoncé un théorème trèa important sur lequel noua revieudrons 
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citer, parmi les géomètres qui se sont occupés de la réduction des 
singularités, M, del Pezzo ( ' ), puis à un poini de vue plus spécial 
M. Kobb (*), et plus récemment M. Segrc {'} dans un Mémoire 
très intéressant au point de vue géométrique. 

Dans bien des cas, certaines transformations quadraliques 
peuvent être employées avec profit pour réduire une singularité : 
c'est ce qu'avait fait M. Nœther, et ce qu'ont fait aussi MM, K.obb 
et Segre, Supposons, par exemple, que nous ayons un point mul- 
tiple d'ordre ni à l'origine; nous aurons l'équation de la surface 

et nous pouvons supposer que les axes ont Tine position arbitraire 
par rapport à la surface. Posons 

a^ = XZ, ^ = ÏZ, s = Z: 
nous aurons la surface transformée 

(F) ^,„(X,Y, 0+Z^,„^,[X,Y, O + .-.-o. 

Considérons d'abord l'ensemble des points de y autour de l'ori- 
gine, pour lesquels X et Y restent finies. A cet ensemble corres- 
pond l'ensemble des points à distance finie de F défini par les 
deux équations 

Z = o, ç,„(X.Y,,)=o, 

c'est-à-dire une certaine courbe de F. 11 arrivera en généra! que 
celte courbe sera une courbe simple de F, et qu'aucun de ses 
points multiples, si elle en a, ne sera point multiple de F. 
Alors le point multiple considéré a été remplacé par des points 
simples dans la surface transformée, et une réduction se trouve 
faite qui peut être intéressante dans de nombreuses circonstances. 
Ainsi, dans le voisinage de cbacun des points de la courbe précé- 
dente, on peut exprimer une des coordonnées à l'aide des deux 
autres par un développement holomorphe ou, d'une manière 

(') Del Pezzo, Iiilorno ai punti singolari délie superficie algebiiche {So- 
ciété Math, de Palerme, 1895). 

(') G. KoBB, Sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables 
{Journal de Mathématiques, 1892), 

( ' ) C. Sebre. SuUa composiiione dei punit singolari délie superficie aîge- 
briche (Annali di Matematica, 1896). 
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plus générale, les trois coordonnées, par des dévcIoppemenLs ho- 
lomorphes dépendant de deux paramètres; il est clair qu'à l'aido 
d'un nombre limité de tels développements on peut embrasser tous 
les points de la surface correspondant à des valeurs de Z dont le 
module est moindre qu'un nombre e pris suffisammenl petit et à 
des valeurs de X et de Y pour lesquelles les modules de X el Y 



sont finis, nous voulons dire moindre 



Li'un nombre déterminé ft 



Pour les points de la surface primitive y, correspondant à des va- 
leurs de |X| et j Y| supérieures à M, on fera d'autres transforma- 
tions quadratiques que celles que nous avons effectuées, soit 



i' = YX, 



2^= XY, 



nlire liinilé de développe- 



On arrivera ainsi à avoir un i 
ments holomorphes de x, y, z par rapport à deux paramètres u 
et c dans le voisinage de u = o, c=:o, qui donneront l'en- 
semble des points de la sur/ace/ autour de l'origine. 

Nous démontrons ainsi, dans un cas particulier, un théorème 
absolument général, comme nous allons le voir tout à l'heure. 
Cette représentation du voisinage de l'origine sur la surface/, à 
l'aide d'un nombre limité de représentations paramétriques holo- 
morphes, est d'un très grand intérêt. 

■i. Nous nous sommes placés au paragraphe précédent dans les 
circonstances les plus favorables. D'autres cas plus complexes 
peuvent se présenter; bornons-nous, en restant dans le même 
ordre d'idées, au point double. Le cas général d'un point double 
est celui oi'i le cône des tangentes est indécomposable; comme 
cas particuliers, on a celui du point biplatiaire où le cône se ré- 
duit à deux plans, et celui du point uniplanaire où le cône se 
réduit à un plan double. 

Le cas du point biplanaire général ne donne pas naissance à la 
moindre difficulté ; on aura l'équation de la surface 

En faisant encore 
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on a la surface tran?rorinée 

(F) o = 32(X, Y, i)+Zoj(\,Y, iJ-4-.... 

La conic[ue 

^,(X,Y, i) = o 

se compose ici de deux droites. Nous avons donc alors, comme 
correspondant à Torigioe sur /, deux droites sur F; ces droites 
sont simples et leur point de renconlre sera en général un point 
simple de la surface F, 11 en serait autrement si les coordonnées 
du point double de laconique fp^ annulaient 'f3(X, Y, i); en dé- 
signant par a et ^ ces coordonnées, le point (a, p, o) serait un 
point double de F. 

Si Ton veut continuer la réduction, il faudra réduire ce point 
double de F qui, en général, sera un point à cône indécomposable, 
et finalement on aura remplacé le point double primitif de f par 
certaines lignes simples d'une surface transformée ne passant pas 
par des points multiples de celte surface. 

Arrêtons-nous encore sur le point uniplanaire. Dans cette 
hypothèse Oo sera un carré parfait et l'on aura 
t=,(X, Y, L) = (aX-h^Y-^-;)^ 

La ligne droite A ayant pour équations 

ïX-H^Y + ï = o, Z^ o 

sera en général une ligne simple de F, mais il j aura sur elle deux 
points doubles de F, à savoir les points correspondant à Z = o 

aS + pY-^-f = o, <p,(X,Y,i)=o. 

Ces trois points doubles de F, situés sur A, seront d'ailleurs, en 
restant toujours dans la généralité de la singularité envisagée, des 
points doubles à cône indécomposable, et la réduction pourra 
encore s'acbever sans difficultés. 

Les circonstances seraient différentes si aj était divisible par 
ttX+ pY + y; on pourrait, dans ce cas, mettre l'équation de la 
surface / sous la forme 

On aura alors ce que les géomètres anglais appellent un tac- 
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nodal point. Toutes les sections planes de la surface, passant par 
un tacnode, ont en ce point un point double où ii y a contact de 
deux branches. La transformation faite plus haut 

donne 

(F) X34-XZ^i,(X, ï, i)+Ziçi(X,Y, ])^-... = o. 

La surface transformée (F) a pour ligne double la droite 



el en général les deux plans tangents à la surface en un point ar- 
bitraire de cette droite double seront distincts. 

5. Après ces cas particuliers, occupons-nous de l'étude générale 
des singularités. Nous ne suivrons pas les auteurs cités ci-dessus, 
dans les démonstrations desquels subsistent peut-être quelques 
difficultés, et nous aborderons le problème d'une autre manière. 
Mais revenons d'abord un moment sur les courbes planes. On sait 
que M. Nœlher s'est servi, pour dissoudre les singularités d'une 
courbe plane, d'une succession de transformations quadratiques. 
Dans un article récent {Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, 1896) M, Vessiot s'est servi pour l'étude des courbes 
planes d'une transformation intéressante que nous allons rappeler; 

fko^,y)=o, 

l'équation de la courbe donnée sur laquelle on a d'abotd fait une 
transformation bomograpliiquc arbitraire. Posons 

On aura une nouvelle courbe entre X et Y, qui correspondra uni- 
formément à la première. On la ti-ansforme bomograpbiquemenl, 
et l'on recommence la transformation précédente; après avoir 
opéré ainsi un certain nombre de fois, tous les points singuliers 
de la courbe initiale auront été transformés en points simples 
de la dernière courbe obtenue. Nous appellerons transforma- 
tion S une transformation permettant d'obtenir ce résultat. 

Ceci posé, considérons une surface algébrique /ayant une ligne 
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miiltiple L (réductible 011 non) de nature quelconque. Faisons 
pivoter un plan autour d'une droite arbitraire ; ce plan, dans cha- 
cune de ses positions, coupe la surface suivant une courbe C ayant 
comme points multiples ses points de rencontre avec la ligne L. 
Or au moyen d'une transformation S nous pouvons transformer la 
courbe C en une autre telle que les points multiples de C corres- 
pondent à des points simples de la courbe transformée; quand 
le plan pivote autour de la droite, nous pouvons faire usage d'une 
transformation S variant elle-même d'une manière continue, et 
telle qiie les coordonnées du point transformé soient des fonctions 
rationnelles des coordonnées du point primitif. On remarquera 
que pour certaines positions /)«/7/cH/('è7'eJ du plan la courbe aura 
des singularités plus complexes que pour une position arbitraire; 
pour ces positions on devra alors employer pour former S un plus 
grand nombre de transformations élémentaires. C'est le maximum 
de ce nombre que l'on devra prendre dans tous les cas, pour être 
assuré d'avoir une transformation qui dissolve les singularités de 
la courbe C pour toutes les positions du plan. On obtient de cette 
manière une transformation, que nous pouvons, en employant les 
coordonnées homogènes, mettre sous la forme 



?,(x,y,z,t) V^ix,y,z,t) V,(x,y,z,t) P,{a:, y, s,t)' 

les P étant des polynômes homogènes de même degré en x, y, z, t. 
Les polynômes P s'annulent tous les quatre pour la ligne mul- 
tiple L. Les formules précédentes font correspondre à la surface / 
unesiirface F, et à la ligne multiple LdeycorrespondsurF un cer- 
tain nombre de lignes simples ne passant pas par des points mul- 
tiples de cette surface; ceci résulte évidemment de ce que dans 
chaque section tous les points multiples ont été transformés en 
des points simples de F; la transformation qui a réduit la ligne 
multiple L a fait naître d'autres singularités, mais le point 
essentiel pour nous actuellement est la réduction de la singula- 
rité formée par toutes les lignes multiples de la surface. 

Le théorème qui a été démontré tout à l'heure (n" 3) dans un 
cas très particulier résulte immédiatement de ce qui précède, dans 
toute sa généralité. A la ligne multiple L de / correspondent 
sur F des lignes simples, et il est clair que pour de telles 
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lignes on peut avoir, au moyen d'un nombre limilé de déve- 
loppements holomorphes, l'ensemble des points de la surface 
situés dans leur voisinage. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface avait 
seulement comme singularités des lignes multiples. Il pourrait j 
avoir en outre des points singuliers isolés, mais ceci n'est la source 
d'aucune difficulté el les mêmes considérations sont applicables. 
On réduira en effet cette singularité en transformant les sections 
faites par un plan pivotant autour d'une droite qui passe par le 
point multiple. En combinant ces diverses transformations, on 
arrive ainsi en définitive ù une transformation de la forme in- 
diquée plus haut 



P,{^,r,z,l) P,[^,y,^,l) P,iJ:,j,s,t) P,(;r,r,^,0 

qui réduit toutes les singularités de la sur/ace. Les poljnomes 1' 
ne s'annulent simultanément que pour les points ou lignes mul- 
tiples de y, et, sur la surface transformée F, des points simples 
correspondent aux points singuliers de /. La surface F aura 
d'ailleurs en général des lignes multiples qui correspondent à des 
ensembles de couples de points simples (^a:,y, s, l) et(œ',y', z', t') 
de la surface /, pour lesquels les rapports des polynômes P ont 
même valeur. 

6. La réduction des singularités de la surface est achevée, mais 
on peut aller plus loin, en cherchant à diminuer autant que pos- 
sible les singularités de la surface transformée. Envisageons les 
équations 

^11= Pas. x,^=P,i, 
'^15=- Pis, a^io= Pvf. 

Nou3 pouvons regarde!' (iC(, x^, ..., x,s) comme des coor- 
données homogènes dans un espace E, 5 à quinze dimensions 
(complexes). Une variété V à deux dimensions complexes, que 
nous pouvons appeler une surface, se trouve ainsi définie dans 
l'espace Ei 4. La surface V correspond uniformémen t à la surface f; 



371= P,X, 


».= p.r, 


»,-?,«;, 


a,. = p,r. 


s;,-P.«, 


»„= P.7, 


X,3=FiX, 


»n = P.r. 
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en effet, à un point arbitraire de V ne peuvent correspondre plu- 
sieiirs points dey, puisque, d'après la forme même des équations 
précédentes, les valeurs de x, y, s, t qui leur correspondraient 
seraient proporiiouneîles. De pins, celle sur/ace n'a pas de points 
singuliers. En efTel, tout d'abord, aux points multiples de la sur- 
face initiale/, ne correspondent que des points simples d'après la 
propriété de la transformation 

1'. ^ Pî ~ i^J ~ ]'(.' 

ensuite à deux points simples distincts de ,1a surface / ne peut 
con-espondre le même point de V, car si à deux points (a^, ^, s, (), 
{x'j y, z', ('), de ./ correspond le même point de V, on aura 
nécessairement 



el ces deux poinis ne sont pas distincts. 

Nous avons donc le théorème suivant : ji une sur/ace algé- 
brique quelconque / de l'espace à trois dimensions on peut 
faire correspondre d'une manière birationnelle une surface 
n'ayant pas de pointa singuliers dans un espace ^quinze dimen- 



7. On peut réduire beaucoup le nombre des dimensions de 
l'espace; dans lequel on peut avoir une surface sans singularités 
correspondant biralionnellement à la surface primitivement 
donnée dans l'espace à trois dimensions. 

Pour faire cette réduction ultérieure, rappelons quelques géné- 
ralités sur la notion de perspective prise dans son sens le plus 
étendu, qui, posée d'abord par Clifford, a été surtout utilisée par 
les géomètres italiens et particulièrement par M. Veronese dans 
des recherches d'un grand intérêt. Considérons un espace S^ à /■ 
dimensions, où nous désignons les coordonnées d'un point ar- 
bitraire par 

Un espace linéaire Sr , contenu dans Sr, est l'espace S^ où l'on 
suppose les x liées par r — /■' relations linéaires. Un espace Sj._p 
sera par conséquent défini par p relations linéaires entre les x. 
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Etant donne un espace linéaire Sr-p contenu dans S^, prenons 
un point arbitraire A de S,-. On peut par A et S,._p faire passer 
un espace linéaire Sr_p+i ; soient en effet 

les p relations linéaires déterminant Sr_.p ; prenons la combinaison 
).,U,-H>.sUi-l-...+ XpUp-o, 

et écrivons qu'elle est vérifiée par les coordonnées du point A. 
Alors nn des "K, soit À,, est déterminé en fonction des autres, et 
nous avons une relation 

î.lV,+ î,2V2-(-...-hXf_,Vp-i=0, 

qui, quels que soient les X, est vérifiée par les coordonnées de A, 
et qui est aussi vérifiée par les coordonnées des points de S^^p; 
par suite, les éqTiations 

V, = 0, V2=0, ..., Vp_i = 

déterminent un espace Sr_p+i qui passe par A et contient Sr„p. Si 
maintenant on prend l'intersection de Sr_p+i avec un espace li- 
néaire Sp_i, on a un seul point de rencontre A', et ce point s'ap- 
pelle la projection de A sur Sp_i , le point de vue étant ici Sr_p. 
Ainsi, dans celte perspective généralisée, on prend comme point 
de vue un espace linéaire Sr_p, et l'on projette sur un espace 

s,_,. 

Si l'on prend p^r, le point de vue sera véritablement un 
point et l'on projettera sur un espace Sr_i ; en parliculier pour 
/• =z 3, on a la projection conique habituelle, l'espace linéaire S^ 
sur lequel on projette est alors un plan. 

8. Nous avons tout à l'heure considéré un espace à quinze 
dimensions dans lequel nous avions une surface V sans singula- 
rités. Nous pouvons faire, conformément à ce qui précède, des 
perspectives sur un espace linéaire d'un moindre nombre de di- 
mensions. Prenons comme espace, sur lequel on va projeter, un 
espace linéaire S^ à cinq dimensions; on aura donc ici p = 6 
et l'on prendra par suite pour point de vue un espace Sa. 
Noiis aurons alors dans Ss une surface V perspective de la sur- 
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face V en prenant Su comme point de vue. La snrface \' n'aura 
pas non plus de point singulier si Sj, est arbitraire; un point mul- 
tiple de V devrait correspondre en effet à la fois à deux points 
distincts de V. Nous aurions donc pour déterminer ce point cinq 
relations entre les quatre paramètres dont dépendent les coor- 
données de ces deux points, et ces relations ne seront pas com- 
patibles si Sj et Ss sont choisis arbitrairement. Nous avons donc 
le théorème suivant : 

A une sur/ace algébrique quelconque 

on peut faire correspondre birationnellement, dans l'espace à 
cinq dimensions, une surface n'ayant aucune singularité. 

Le raisonnement précédent montre encore que, si l'on projetait 
sur un espace S^i, on obtiendrait dans cet espace à quatre dimen- 
sions une surface ayant seulement des points singuliers isolés. 
Enfin, projetons dans un espace S3, en prenant par conséquent 
comme point de vue un espace S,, ;la surface perspective va avoir 
une ligne singulière puisque le nombre des équations à écrire est 
égal à trois et que nous avons quatre inconnues, ce qui est à 
rapprocher d'ailleurs de ce que nous avons dit au n° 1 . Les singula- 
rités seront alors, pour S3 et Sii arbitraires, une ligne double 
généralement avec des points triples, comme nous l'avons vu 
dans ce même numéro. Par suite : 

A toute surface algébrique 

à singularités quelconques, on peut faire correspondre bira- 
tionnellomeat une surface 

F(X, Y, Z) = o, 

n'ayant d'autres singularités qu'une courbe double avec des 
points triples, ces singularités étant les plus générales de leur 
nature. 

Nous donnerons souvent, par la suite, le nom de singularités 
ordinaires aux singularités précédentes. Les points triples de la 
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courbe double sont en même temps des points triples de la sur- 
face; en ces points, le cône des tangentes se réduit à trois plans 
formant un angle trièdre. Sur une ligne double, les deux plans 
tangents sont en géoéral différents; il peut toutefois y avoir cer- 
tains points où les deux plans tangents sont confondus. Ce sont 
les points rjue les géomètres anglais sçpcWenl pinch-poinl (point- 
pince) ; ces points seront les plus généraux de leur nature. 

II. ~ Déânitîon des ordres de connexion d'une surface algébrique. 

9. Nous allons maintenant définir les ordres de connexion 
d'une surface algébrique. Il est auparavant nécessaire de faire 
quelqiies remarques relativement aux variétés qui s'étendent à 
l'infini. Dans les études d'Analysis situs faites au Chapitre II, il 
a louioars été supposé que les variétés étaient entièrement à dis- 
tance finie. Quand on a des variétés qui s'étendent à l'infini, les 
nombres relatifs aux connexions peuvent varier avec l'idée que 
l'on se fait de la nature des points à l'infini. 

Prenons d'abord le cas très simple du plan indéfini; c'est une 
variété à deux dimensions. Quelle connexion linéaire doît-on lui 
attribuer? Si, comme on le fait dans la théorie des fonctions 
d'une variable complexe, on assimile le plan indéfini à une sphère 
par inversion, on est ramené à la variété formée par la surface 
d'une sphère, et l'on doit prendre, comme on le fait. 

On pourrait toutefois se placer à un autre point dcvue. Le pian 
indéfini correspond à l'ensemble des valeurs de a; et ^ variant 
entre — co et +co; on peut transformer l'axe des a: en une circon- 
férence, et pareillement pour l'axe des y. On a alors la variété 
formée par deux circonférences, considérée au Chapitre 11 (n" il); 
pour cette variété, on a 

7^1 = 3. 

Par conséquent, suivant le point de vue auquel on s'est placé, 
on a des nombres différents pour exprimer l'ordre de 
linéaire />! d'un plan simple. 
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Ceci dit, si nous considérons une surface algébrique 

nous avons là évidemment «ne variété à ^Mdïre dimensions réelles. 
Si nous voulons la regarder comme une variété fermée, nous 
devons la ramener tout entière à distance finie, ce qui va préciser 
la façon dont on envisagera les points à l'infini. On pourraitfaire 
différents cboix, mais si Ton vent laisser à la variable complexe 
son autonomie, il faut se représenter X^y, s comme des points 
situés chacun sur une surface sphérique correspondant à cette 
quantité complexe. On aura alors, représentée parl'équationy^o, 
une variété fermée située tout entière à distance finie. 

Relativement à la valeur de ses ordres de connexion, une cir- 
constance pourrait gêner. Notre variété se coupera elle-même, si 
la surface /" a des points singuliers. On évitera bien aisément 
cette difficulté en se reportant à la surface V de l'espace à cinq 
dimensions qui correspond uniformément à /; on représentera 
sur une sphère chaque coordonnée complexe de l'espace à cinq 
dimensions, et la surface V définira une variété fermée à quatre 
dimensions réelles, située tout entière à distance finie, et ne se 
coupant pas elle-même. 

Ayant maintenant une telle variété, nous savons qu'elle a trois 
ordres de connexion 

Pt. Pi, Pi' 
correspondant respectivement à une, deux et trois dimensions. 
Mais, d'après le théorème général établi à la fin du Chapitre pré- 
cédent, on a 

Pl=p3, 

et nous avons, par stiite, seulement à introduire, dans la théorie 
des surfaces algébriques, les deux nombres 



correspondant respectivement à la connexion linéaire et à la 
connexion à deux dimensions ('). Nous allons nous occuper, 

(') Ces deus nombres ont été introduits pour la première fois dans la théorie 
des surfaces algébriques par M, Picard, dans son îtfémoire sur les fonctions algé- 
briques de deux variables; les notatioDs étaient un peu différentes, /i, et p^ étant 
remplacés par jO, -1- 1 et/);-i-i. 
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dans les Sections suivantes, delà conuesionlinéaire. Prenons seu- 
lement ici le cas particulier de l'espace à quatre dimensions cor- 
respondant aux deux variables complexes indéfinies x Gly. Quels 
ordres de connexion devons-nous attribuer à cette multiplicité? 
Nous avons à considérer les deux surfaces sphériques correspon- 
dant aux variables complexes x el^, et nous avons par suite le 
continuum déjà considéré au n° 19 da Chapitre II, c'est-à-dire 
que l'on doit prendre 

Tels sont, au point de vue où nous nous plaçons, les ordres de 
connexion poiir l'espace indéfini {^x^y'). 

Lorsqu'il s'agira de la détermination des nombres p^ et pj, les 
considérations purement géométriques présenteront le plus sou- 
vent de grandes difficultés, que l'on évitera en se plaçant au point 
de vue transcendant {Cliap. II, n" 18), c'est-à-dire en envisageant 
le nombre p comme représentant le nombre de périodes distinctes 
de certaines intégrales. C'est à ce point de vue que nous nous 
placerons ullérieureroenl pour la détermination de /), . 



III. — Généralités sur la connexion linéaire 
dans les surfaces algébriques (•)■ 

10. Nous allons approfondir TéUide du nombre p\, et dé- 
montrer tout d'abord un théorème fondamental relatif à ce 
nombre, à savoir qu'iV est, en général, égal à l'unité; c'est seu- 
lement pour certaines surfaces particulières que /)) est supérieur 
à un. 

Un cycle linéaire est un continuum fermé à une dimension 
(réelle). Si la surface est donnée par l'équation 

on peut, en particulier, considérer dans l'espace à quatre dimen- 
sions relatif aux deux variables complexes x et y, une courbe 
fermée telle que, en partant d'un point (.r,,, y^) de cette courbe. 



. Picard, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux i 
tdantes {Journal de Mathématiques, 1889). 
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avec une valeur initiale z» pour z, on revienne au point de départ 
avec la même valeur de s. On suppose, bien entendu, que la courbe 
ne rencontre aucun système de valeurs singulières de la variable z 
considérée comme fonction de x et y. Ces valeurs singulières 
seront évidemment fournies par les deux équations 

f(x,y,^)=o, /;(^,j,s)=o. 

L'élimination de z entre ces deux équations donne une équation 

Nous ne diminuons pas la généralité, en supposant que celte 
équation R contient x, dans le cas où elle est irréductible, et 
qu'il en est de même de chacun de ses facteurs si elle est décom- 
posable en plusieurs autres; il suffit de faire préalablement une 
transformation homographique pour réaliser cette condition, qui 
peut encore s'exprimer en disant qu'il n'y a pas de singularités 
définies par une équatlony =: const. 

11. Ceci posé, montrons en premier lieu que tout cycle linéaire 
peut, par une déformation continue, être ramené à être situé 
dans un continuum 

y = const. 

Nous n'avons qu'à reproduire à peu près un raisonnement 
fait au n° H du Chapitre III. En posant x := Xi + ix^, 
y ^y, -+■ iy2, nous pouvons regarder le cycle C comme défini à 
l'aide des expressions de x,, i^aety^en fonction de_>'i ; cette der- 
nière variable variera entre deux valeurs extrêmes a et b. Partons 
sur le cycle d'un point Mo correspondant à la valeuryj; quand M 
parcourt le cycle, menons par chaque position de M une droite de 
l'espace (.r,, X2, y^), oà y, a la valeur correspondant à M, variant 
d'une ipanière continue et uniquement assujettie à la condition de 
ne pas rencontrer le continuum R à deux dimensions défini par 
l'équation 

(1) ï{(x,y)=o. 

Quand M reviendra en M„, la position finale de la droite pourra 
ne pas coïncider avec sa position initiale. Considérons alors la 
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variété à Lrois dimensions 

Chacune des droiles rencontrera en un point cette variété, 
de sorte (ju'à chaque point M de C correspond un point m de la 
variété (a), sauf pour le point Mo, auquel correspondent deux 
points m„ et m'^. Nous formons ainsi une courhe fermée II com- 
posée des deux segments de droite Momg et m'^Mo (pour lesquels 
on a.y, =:j'J), ei de la courbe T lieu des points m avee le sens de 
rrif, en mj,. Il est manifeste qu'on peut passer de C à H par une dé- 
formation continue sans rencontrer R, puisque aucune des droites 
ne rencontre R, Or, nous allons maintenant considérer H comme 
une somme de deux courbes. On a pour les points »îd el m'„ 

et, en ces points, ;; a des valeurs déterminées Zf, et z'^. Il sera pos- 
sible, en faisant seulement varier x, de décrire une courbe y allimt 
dans le continuum 

du point m'j au point mg et telle que s aille de Sq à sj,. Il suffit 
alors d'envisager la courbe fermée formée de 



et la courhe fermée formée de 

la somme de ces deux cycles donne le cycle C; le premier de ces 
cycles est contenu dans l'espace 

.y'-=yi, 

et le second dans l'espace 

Or nous avons vu précédemment ( loc. cit., Chap. III), et il est 
d'ailleurs évident que tout cycle contenu dans l'espace y, ^^y",, 
c'est-à-dire pouvant être figuré dans l'espace à trois dimensions 
(^1, X2,j-2), peut être ramené dans le plan /2 = /^, pourvu que^^ 
ne soit pas une valeur spéciale, et il en sera de même pour le se- 
cond cycle en intervertissant y I ety^. Finalement, les deux cycles. 
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et par suite C, sont ramenés, par une déformation continue, à 
ctrc dans le continuum 

où le second membre est une constante arbitraire; c'est ce que 
nous voulions montrer. 

12. Pour démontrer le théorème énoncé au n° 10, plaçons-nous 
d'abord dans un cas très simple, en examinant le cas où l'équation 
de la surface sérail de la forme 

et où nous supposerons ({ne /(x, y) est un polynôme arbitraire 
de degré m. Nous allons chercher à nous rendre compte de la 
nature des cycles linéaires de cette surface. Donnons à y une 
valeur arbitraire ; l'équation 

auia m racines distinctes; si l'on considère x comme fonction 
de^, deux valeurs de x seulement deviendront égales pour chaque 
valeur singulière de^K- Soient, pour une valeur^o non sing:ulière 
der, 



les m valeurs de x. Nous avons pour j' un certain nombre de posi- 
tions singulières, et l'on peut, comme on sait, disposer dans le 
pian de la variable y des lacets partant de y^ et jouissant des pro- 
priétés suivantes : un certain nombre de ces lacets, dans un ordre 
déterminé autour de y„, permutent x° et x^, les suivants per- 
mutent xl et ^", et ainsi de suite, jusqu'à un dernier ensemble de 
lacets permutant :c^_i et^^. Prenons sur un lacet permutant a:J 
et xl un poinlj/ voisin du point de ramification b, on aura deux. 
valeurs a:', et x'^ de x, et x^ qui seront voisines ; entourons-les par 
une petite courbe y. Quand y varie à partir dey', les valeurs cor- 
respondantes des X varient; pendant cette variation, déformons 
en même temps la courbe f de manière qu'elle ne rencontre 
aucun de ces points x pendant cette déformation (la courbe y 
pourra alors cesser d'être très petite, du moins dans les deux 
dimensions). Si, eu particulier, y vient en y^ en ayant suivi le 
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lacet considère, la courbe y sera devenue une courbe G,» com- 
prenanl à son intérieur les points œ'^ et a:*, tandis que les autres 
\aleurs des x" sont à l'extérieur. Si maintenanl_j' partant de^j'u 
décrit un lacet permutant x^ et ^r" et revient eny,), le contour Cij 
sera devenu, par une déformation effectuée toujours dans les 
mêmes conditions, un contour C) 3 comprenant à son intérieur x", 
el xl, et ainsi de suite. Nous arrivons donc ainsi à tracer sur le 
plan de la variable a: des contours 



enveloppant chacun deu\ racines et deux racines seulement de 
l'équation 

Or, tous les cjcies de ia courbe algébrique entre ; et a;, 

se ramènent évidemment à une somme des contours précédents, 
et nous avons vu, d'autre pari, au paragraphe précédent, que 
tous les cycles de la surface proposée se ramèneront aux cycles 
de cette courbe. Mais ces derniers ne sont pas distincts puisque, 
par une variation convenable de y, on peut, en revenant à y^, 
permuter les cycles G les uns dans les autres. Nous sommes donc 
déjà assuré que tous les cycles de ia surface se ramèneront à un 
seul, et nous pouvons supposer que ce cycle unique est le cycle 
G, 2. Enfin, celui-ci se ramène au petit cycle y tracé dans le con- 
tinuum y^=y autour de x\ et a:!,; ces deux dernières valeurs 
diffèrent très peu elles-mÉmes de la valeur a: ^a, racine double 
de l'équalion 

Or, l'équation de la surface peut s'écrire 

s5-B{,r-è)-HA(:^-«)^+... (AB^o), 

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier; il en 
résulte que le point («, b, o) est un point simple de la surface. 
Nous avons donc un cycle très petit tracé dans le voisinage d'un 
point simple de la surface ; or, un tel cycle se ramène manifeste- 
ment à zéro, car, si l'on considère, dans l'équalion de ia surface, 
y comme fonction de x et de z, on n'a plus aucune singularité. 
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Nous avons donc démonlré cjiie, poiif la surface 

tons les cycles se réduisenL à des cjcles nuls; on a, par snite, 
ponr cette narlacc, p, = i . 

J3. Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que 
f{^,y) était le polynôme le plus général de son degré, mais on 
voil facilement que la concUision sera la même dans bien d'autres 
cas. Si l'on réfléchit à l'analjse qui vient d'être développée, on 
voit que son succès tient à la circonstance suivante : Étant donnés 
deux groupes de deux racines 

{^f,^l) et (^?,^?J, 

on peut, quand f est un polynôme général, en faisant décrire 
à y un chemin convenable partant de y^ et y revenant, passer 
du premier groupe au second. En effet, on peut d'abord trans- 
former chacun des groupes précédents de manière que l'une de 
ces racines soient x" ; on aura ainsi les deux groupes 

{x\,xl) et (^î,4) (cc^,,?^,). 

Si a=3r p, la remarque est établie; dans le cas contraire, on 
pourra faire décrire ky, partant de y^ et y revenant, des lacets 
qui transformeront x^ en x% sans modifier a;J, et nous avons 
encore le résultat voulu. 

La circonstance indiquée peut se présenter, même quand 
f{x,y) est un polynôme très particulier. Il suffira que l'on puisse 
trouver un système de m — i lacets binaires permutant x° et x?^, 
puis une des deux racines^", a:" avec une troisième a^", et ensuite 
une des trois racines j^J,^^^ 1^3 iyy&c une quatrième ic", et ainsi de 
suite, 11 en sera ainsi, en particulier, si tous les points de rami- 
fication permutent seulement deux racines. 

14. Nous avons considéré (n" 12) une surface d'une forme par- 
ticulière; on peut déjà présumer, d'après ie résultat obtenu, que, 
pour la surface la plus générale de degré m, on aura aussi /?, := i , 



y Google 



SlNGULABiTÉS d'uNE SURFACE ALGÉBRIQUE. gi 

Pour le voir neilemenl, prenons la surface 

oà/(x,y) est un polynôme arbllraire de degré m. Les raisonnc- 
menls, faits pour le cas de m ^ 2, sont applicables avec bien peu 
de modificalions; tous les cycles de la courbe 

où l'on regarde -y comme un paramètre, peuvent êlre obtenus 
de la manière suivante. Soient x,, x-,, . . . , Xm les m racines de 
l'équation 



on aura un cycle en décrivant p fois un lacet autour d'une racine 
Xi, et en faisant suivre ce chemin d'un lacet décrit m — /> fois 
autour d'une autre racine Xk- Si l'on donne à y une valeur voi- 
sine d'une valeur singulière, on aura deux racines Xi et x^, par 
exemple, voisines l'une de l'autre, et les deux lacets, formant le 
cycle précédent, peuvent être pris très petits, de sorte que le 
cycle considéré est un cycle infiniment petit. Il n'y a alors rien à 
changer aux raisonnements faits plus haut : nous sommes encore 
conduits à des cycles infiniment petits dans le voisinage d'un 
point simple de la surface, et par suite tous les cycles se ramè- 
nent à zéro. 

La surface précédente a encore une équation de forme particu- 
lière, mais elle n'a pas de points multiples. Or, si l'on prend une 
surface de degré m sans singularités, et que l'on fasse varier, 
d'une manière continue, les coefficients de son équation sans que 
la surface acquière jamais de points singiiliers, la connexion li- 
néaire ne variera pas, puisque la surface, pendant sa déformation, 
n'arrive jamais à se couper elle-même, et que tout cycle infini- 
ment petit ne cesse pas d'être réductible à un cycle nul. Nous 
avons donc établi que tous les cycles linéaires d'une surface de 
degré m, sans points singuliers, se ramènent à zéro; on a, par 
suite, pour cette surface 
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15, Nous avons rencontré, dans les déraonsLrations prccé- 
denles, des cycles infiniment petits autour de points simples de 
Ja surface. De pareils cycles se réduisent à des cycles nuls, mais 
un cycle infiniment petit, dans le voisinage d'un point sin- 
gulier d'une surface algébrique, peut ne pas se réduire à un 
cycle nul. On conçoit, en effet, qu'à une courbe infiniment petite, 
tracée dans le voisinage d'un point multiple, puisse correspondre 
une courbe finie sur la surface sans singularités, d'un espace à 
cinq dimensions, à laquelle est équivalente notre surface. Pour 
en avoir un exemple très simple, il suffira de considérer un cône 

de degré /«, ayant son s.ora.m.cX en x ^ y ^= z ^ o . Considérons 
l'intégrale 

Q_{x^y,z) étant un polynôme homogène adjoint d'ordre m — 3, 
pour la courbe représentée en coordonnées homogènes par tp := o ; 
cette intégrale est visiblement une intégrale de différentielle 
totale, et l'on peut aussi la regarder comme une intégrale de pre- 
mière espèce, relative à cette courbe que nous supposerons de 
genre supérieur à zéro. On pourra avoir, dans le voisinage de 
x=:o, y = o, s 1= o, un cycle infiniment petit qui ne se réduise 
pas à un cycle nul; il est possible, en effet, d'avoir des cycles 
infiniment petifs pour lesquels la période de l'inlégra le précé- 
dente sera différente de zéro. Il suffît de prendre un cycle sur la 
surface de Ricmann correspondant à !a courbe 

et de poser 



pour s ^ £, correspond, sur la surface, un cycle infiniment petit 
si e est infiniment petit, et pour ce cycle l'intégrale ( 3 ) aura une 
valeur différente de zéro : le cycle infiniment petit ne se réduira 
donc pas ici à un cycle nul. 

10. Indiquons, de suite, ime classe assez élendue de surfaces 
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pour laquelle le nombre/), sera supérieur à i'unilé. Soit ime sur- 
face f pour laquelle les coordonnées (x, y, z) d'un point quel- 
conque soient susceptibles de s'exprimer de la manière siiivanle : 

les R étant fonctions rationnelles dos a et des p, et l'on a 

o(a, p) = o, ^(k-, ^')-o, 
f et '\' étant des polynômes irréductibles; on suppose, de plus, 
qu'à un point arbitraire {x,y,z) de la surface ne correspond 
qu'un seul système de valeurs de (a, p) et (a', ^'). 

Si l'on considère les deux surfaces de Riemann correspondant 
aux courbes ^ et '}, l'ensemble de ces deux surfaces forme un 
continuum fermé à quatre dimensions, qui correspond, point 
par point, à ia surface f. Or, nous avons étudié précédemment 
(n" 21, Cbap. II} ce continuum; on aura donc 

pi:=ip -t- ■xp' -^ 1, 

en désig-nant par p el p' les genres respectifs des courber o et ([*. 



IV. — Étude plus approfondie du nombre des cycles linéaires 
d'une surface donnée ('). 

17. Abordons maintenant la rechercbe du nombre p, relatif à 
la connexion linéaire d'une surface donnée 

nous supposerons que les axes sont quelconques par rapport à la 
surface et que celle-ci n'a que des singularités ordinaires. Nous 
avons, dans ce qui précède, ramené tout cycle linéaire de la surface 
dans un continuum y^C, et étudié sa déformation d'une ma- 
nière géométrique. Ceci nous a suffi pour montrer que p, était 



■ (') E. Picard, Mémoîie sur les fonctions algébriques de deux variables, 
et Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de ta Géométrie 
de situation et sur les intégrales de différentielles totales (Comptes rendus, 
i5 mais iSg7). 
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égal à l'iiniLc pour la surface générale d'un degré donné, mais il 
ne paraît pas possible d'aller bien loin, par cette voie géométrique 
et de suivre ainsi la transformation des eycles sur la surface 
de Riemann 

(4) f{x,J,z)=,,, 

correspondant à la relation algébrique entre x et c, surface de 
llletnaan dépendant du paramètre arbitraire y. Quand, dans les 
formules qui vont suivre, nous considérerons y comme un para- 
mètre, nous le surmonterons d'une barre. 

18. Pour pouvoir étudier cette transformation, nous allons 
recourir à une considération qui va jouor, dans la suite, un rôle 
capital; quelques explications préliminaires vont être nécessaires. 
Nous partons de la courbe (4)- Prenons une intégrale abélienoe 
de seconde espèce, relative à cette courbe pour y arbitraire; 
nous pouvons trouver une telle intégrale de la forme 



/'- 



V{x,y,z)dx 



où F, qui est nécessairement rationnelle en x et z, est aussi ra- 
tionnelle en_^. Il est clair, en efTet, que, dans toutes les condi- 
tions à écrire pour qu'une intégrale soit de seconde espèce, les 
points doubles de la courbe /figurent de la même manière et, 
par conséquent, y figurera d'une manière rationnelle dans l'élé- 
ment différentiel. 

Les périodes de l'intégrale (I) sont des fonctions de_y; elles 
satisfont à une équation linéaire dont les coefficients sont des 
polynômes en y, et dont l'ordre est égal au double du genre de 
la relation/si l'intégrale est prise arbitrairement ('). Nous dési- 
gnerons par p le genre de la courbe f, pour_y arbitraire; nous 
avons alors une équation linéaire E d'ordre ap, à coefficients 
rationnels, et appartenant à la classe des équations de Fucbs à 
points singuliers réguliers, Nous n'aurons pas besoin de former 



(') L'étude des périodes d'une intégrale abélicnne relative à une courbe algé- 
brique dépendant de pavamètres arbitraires a été faite par K. Fuchs, dans 
deux importants Mémoires du Journal de Ci-elle (t. 71 et 73). 
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offectivcmcnt l'équalion E ; il nous siiffit de connaître son esisLence. 

49. Les points critiques de l'éqnation linéaire E sont faciles à 
trouver : ce seront nécessairement les valeurs de jk pour lesquelles 
le genre de la courbe f descend au-dessous de p. L'emploi du 
langage géométrique facilite cette rechcrclie; on a à considérer 
les sections planes de la surface 

par les plans y ■=■ const. Le g-enre de la section s'abaissera d'une 
unité quand la section sera tangente à ia surface en un point 
simple; le point de contact deviendra, en effet, un point double 
pour la section. Il n'y aura aucune autre valeur singulière de y. 
Les seules valeurs de y sur lesquelles on pourrait a priori avoir 
quelque doute sont celles pour lesquelles le plan est tangent à la 
courbe double, sans être tangent à l'une des nappes de la surface 
passant par ce point. Pour une section voisine, on a deux points 
doubles; pour une section tangente à la courbe double, ces deux 
points doubles viennent en coïncidence, et l'on a un contact de 
deux branches, ce qui ne modifie pas le genre de la courbe. Quand 
la section passe par un point triple de la courbe double, le genre 
n'est pas non plus modifié, puisque ce point triple remplace trois 
points doubles d'une section voisine. On voit facilement comment 
se comportent les intégrales de l'équation E en un point singu- 
lier y^b; le plan y=-b est tangent à la surface en un point 
(a, b-, c). Nous pouvons toujours supposer que la courbe de la 
surface, correspondant à F(a7,_j', s) = co, ne passe pas par les 
points («, b, c). Pour^ voisin de 6, la courbe 

/(«J..) = o 
a deux points de ramification voisins de (a, c) ; ces deux points 
de ramification se confondent pour y^b el leur superposition 
fait naître un point double. Soient (x,, z, ) cl (jc^, s^) les deux 
points de ramification voisins de {a,c) quand^ est voisin de i; 
dans le plan de la variable complexe x, on a un cycle formé d'une 
petite courbe enveloppant les points x, et œ^. La période corres- 
pondante sera une fonction holomorphe àey dans le voisinage de 
y^ b, et sa valeur pour j-;=; b sera, en général, différente de zéro, 
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mais clic correspondra alors à une période logarithmique de l'in- 
tégrale (I) qui auraj an point («, c), un point logarithmique. Une 
seconde période de l'intégrale sera obtenue à l'aide d'un lacet 
aboutissant au point {^ï^i, ;,), et d'un autre lacet de même origine, 
convenablement choisi, aboutissant à un point de ramification 
antre que (^ai Sa). H s'agit de voir quelle modification subira celte 
période quand ^ tournera autour de é; figurons les points j:) et ^2, 
et l'origine ,îTa du lacet. Nous avons à rechercher les modifications 
des intégrales correspondant à ces lacets, quand x, et X2 se per- 
mutent. Dans celle permutation, le lacet (x^Xi) en Irait plein 

Fi g- 9- 



devient le lacet (x^x^) en pointillé. Désignons par zn cl s',, les 
deux valeurs de s en Xo qui se changent l'une dans l'anlre, quand 
on suit l'un ou l'autre des deux lacets. Montrons que l'intégrale (I), 
prise suivant le lacet pointillé, est égale à l'intégrale (I), prise le 
long du lacet plein (xaX,) augmenté de l'intégrale prise le long 
d'une courbe entourant x, et x^, ou, ce qui revient au même, de 
l'intégrale obtenue en parcourant successivement les deux lacets 
pleins; soient, en effet, 



les valeurs de l'intégrale (I) prises de Xa en x, , en prenant res- 
pectivement Co et i'(| comme valeurs initiales de 3, et introduisons 
pareillement 

I|^,, l!j et i;.,I.-;, 

correspondant à XqX^ plein, et à a^oX^ pointillé. On aura 

I;^ — I^ = Ii„ — [!;, 
1=' — Il =li'-~ii.. 
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donc 

i;.-i;;=«.-iii+[(«.-i;;)+(i!;-iyi. 

ce qui démontre la relalion annoncée. 

L'équation E a donc une seconde intégrale non holomorphe 
autour du point b, et le résultat précédent montre qu'elle forme 
avec la première intégrale (qui est holomorphe), un système de 
deux intégrales correspondant à une racine double de l'équation 
fondamentale déterminante; un terme logarithmique log(_j' — b) 
s'introduit dans le développement de la seconde intégrale autour 
Ae, y^b. Toutes les autres intégrales de l'équation (E) corres- 
pondant à des cycles de l'intégrale (1) où ne figurent pas les lacets 
aboutissant à {x\,Zi) et {x^^z^) seront holomorphes autour de 
y^b. 

D'après la forme même de la substitution linéaire, que nous 
venons d'obtenir, correspondant à une rotation de ^autour du 
point è, le groupe de l'équation E sera formé de substitutions 
linéaires à coefficients entiers; ce résultat était d'ailleurs évident 
a priori. Quand y revient à son point de départ, on trouve un 
nouveau système de périodes, et celles-ci doivent être des sommes 
de multiples des périodes initiales. 

Remarquons encore que le poinl_)' = oc ne sera pas un point de 
ramiflcation pour les intégrales de i'équalion E, c'est-à-dire que 
celles-ci seront mèromorphes pour^*- ^^ ao. En effet, si dans l'équa- 
tion 

on pose X = x'y, s = z'y, on aura une équation de la forme 

y'-oix', a') -H j'"-»<p, ix', s') + . . . = o, 
que l'on peut écrire 

Pourj' =. 00, la courbe devient 

elle est de même genre que la courbe donnée pour j' arbitraire et, 
par suite, y:=<xi n'est pas un point de ramification pour les inté- 
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20. Le cas ic plus simple d'une équation différentietîe telle 
que E est celui de la courbe hjperelliptique 

OÙ les a sont des constantes diffcrcnies. L'équation différen- 
tielle E que l'on oblient alors rentre dans un lypc bien connu, 
celui des équations diÉférentielles hypergconiétriques: les points 
singuliers de l'équation différentielle sont les points 

y = au y^-a^, ■■-, }' = <hi-u r = =°i 

et les résultats énoncés au numéro précédent se vérifient immé- 
diatement. 

21. Ces préliminaires posés relativement à l'équation différen- 
tielle linéaire E, revenons à la question de la transformation des 
cycles de la surface de Riemann correspondante la relation algé- 
brique entre a; et s 

/(«,7,>)-o, 

dépendant du paramètre arbitraire j'. C'est l'équation E qui va 
nous permettre de suivre la déformation des cycles. Dans le cas 
général, c'est-à-dire si/est le polynôme général en œ, y et s, l'é- 
quation E sera irréductible; considérons alors les cycles donnant 
les ip périodes de l'intégrale (I). Soit pris un de ces cycles et la 
période correspondante; en faisant décrire à y tous les chemins 
possibles, nous reviendrons au point de départ avec 2/1 détermi- 
nations linéairement indépendantes de la période. Suivons alors 
pendant la variation de _/, en même temps que la variation de la 
valeur de la période initiale, la déformation continue du cycle 
■correspondant; nous arrivons ainsi à ip cycles, et par suite tous 
les cycles se réduiront à l'un d'entre eux. Si nous prenons^ dans 
le voisinage de la valeur singulière b, nous pourrons prendre 
«omrne cycle initial le cycle très petit entourant les deux points 
(a'i, S|) et (aîu, z-i) voisins de {a, c) {voir n" 10); tous les cycles 
se ramènent à ce cycle 1res petit qui se ramène lui-même à un 
cycle nul, puisqu'on est dans le voisinage d'un point simple de la 
surface : nous retrouvons le résultat déjà obtenu que/>i^=i 
pour la snrface générale d'un degré donné, et la conclusion précé- 
dente subsistera dans tous les cas où l'équation E sera irréductible. 
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22. Plaçons-nous maintenant à un point de vue un peu difTé- 
rent. Désignons par 

un système de ip périodes; toute substitution du groupe de l'é- 



q\iati 



1 linéaire E esl de la forme 



(S) iJ/=m'iu.i-i-«ii<ii3 + ...-hm^aptO!,, ('' = 1,2, ...,2/;), 

les m étant des entiers; une telle substitution S correspond à 
une certaine circulation de y et les Q indiquent ce que sont de- 
venus les w après cette circulation. Les équations S peuvent aussi 
se lire sous forme géométrique; elles indiquent, si C,, ,.., Ci/, 
indiquent les cycles correspondant aux périodes W), m-i, ..., M^p, 
que le cycle C, , par exemple, s'est déformé avec la variation de y 
et s'est transformé en une somme de m] fois le cycle Ci plus m'. 
fois le cycle Cn, plus etc., plus /«à/. ^'''^ ^^ cycle C^p. 

Envisageons maintenant le continuum à quatre dimensions re- 
présenté par l'équation /{x, y, s) = o. Sur cette variété, à cbaque 
valeur de y correspondent, conformément à ce qui précède, zp 
cycles Ci, C2, ..., Cip, et cbaeun d'eux, par une circulation con- 
venable de y, se ramène à une somme de multiples des autres. 
L'ensemble de ces cycles et du transformé de l'un d'eux forme 
donc une frontière complète. Par suite, si l'on considère une inté- 
grale de différentielle totale de la nature de celles envisagées 
(Chap. Il, n" 16) dans VAnalysis situs, et si l'on désigne par 



ses périodes relativement aux cycles C,, C^, ■--, C^p, la période 
correspondant au cycle transformé de C) sera encore P,, et de 
même pour les autres. On aura donc 

{t.) P;=m',P,+ mU'2 + ...+ mipP,„ (i = I,9., ...,5/<), 

et à chaque substitution du groupe de l'équation correspondront 
ip équations de cette forme. II arrivera, en général, que, pour une 
substitution arbitraire de ce groupe, ces équations donneront 
seulement 

p, = o, P==o, ..., P,„=o. 

Donc, pour une intégrale arbitraire toutes les périodes sont nulles, 
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ei nous retombons alors de nouveau sur le fait que Lous les cjcles 
se réduisent à zéro, c'est-à-dire tjiie />, = i. Mais il arrivera cer- 
tainement, sip, >• I, que les équations (ti), correspondant à toutes 
les substitutions du groupe de l'équation (E), pourront être vé- 
rifiées autrement qu'en annulant lous les P. Supposons alors que 
de l'ensemble des équations (it) on puisse tirer ip — /■ des quan- 
tités P en fonction des r autres restant arbitraires, il est clair que 
les périodes P pourront certainement se réduire à r d'entre elles, 
et par suite le nombre des cycles linéaires distincts de la sur- 
face sera au plus égal à r. 

Il n'j a pas théoriquement de difficultés impraticables à cal- 
culer r; on peut en effet concevoir que l'on forme le groupe de 
l'équation, et il suffit de former les équations (-t:) pour les substi- 
tutions fondamentales du groupe. En fait, ces calculs seraient bien 
pénibles et ce sont des considérations différentes qui nous per- 
mettront, au Cbapitre VI, de calculer /■. 

Les considérationsprécédentes,baséessurl'étude d'une intégrale 
de deuxième espèce dont les périodes sont fonctions de y, ne nous 
permettent pas d'affirmer que r est égal hp, — i , parce que nous 
n'avons envisagé, en définitive, que des déformations particulières 
de cjcles correspondant à la déformation de la surface de Riemann 
/(^x, y, s)=:o. Ce nombre r jusqu'ici doit donc être envisagé 
comme un maximum de ^) — r, mais nous allons établir qu'il 
est effectivement égal à ce nombre. Il nous suffira pour cela de 
montrer que l'on peutformer une intégrale de différentielle totale 
ayant sur la surface r périodes arbitraires données à l'avance dont 
aucune ne provienne d'une courbe logarithmique. 

23. Considérons 2jD intégrales quelconques de seconde espèce 
telles que I (n" 18), relatives à la courbe/(2i, y, z)^ o. Désignons- 
les (')pai 



.Ji 



nlégrales ont chacune ip périodes correspondant aux. 



(1) Il sera établi i 
sont des polynômes 
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î cycles el ont par suite le même groupe de substitutions. 
Nous allons chercher si l'on peut déterminer des fonctions ra- 
tionnelles dej' 

de telle sorte que les périodes de l'intégrale 

no dépendent pas do j'. Soient 

les ip périodes de 1/, ; nous avons à écrire les ip équations 
«,(o;-h a^u>l^...^a,_,<^l"=Vi, (A- = I, a, , ... 2/-), 

les P étant des constantes. Supposons que ces constantes satis- 
fassent à l'ensemble des équations (tc); je dis qu'alors les ip 
équations précédentes déterminent pour les a des fonctions ra- 
tionnelles de y. 

Faisons, en effet, décrire ky un chemin fermé auquel corres- 
pond la substitution (S); les équations précédentes deviennent 

«l£2Î.-|-(!ifi(,-,-. . .-(-«2piil.''= Pt (/^ =1, 2, , . ., ip). 

Mais d'après les valeurs (S), et puisque les P satisfont axix équa- 
tions (tt), ce sjslème d'équations en a sera identique au précédent. 
On aura donc pour les a des fonctions uniformes de y et par suite 
des fonctions rationnelles. 

Parmi les constantes P, il yen a r d'arbitraires et aucune d'elles 
ne provient d'un point singulier logarithmique. Pour le prouver 
il nous suffit de montrer que la période de l'intégrale relative au 
chemin d'intégration envisagé au n° 19, entourant deux points de 
ramification voisins x^ et X2 de la fonction z de x, correspondant 
à une valeur jK voisine de b, est nulle. Soit (o, cette période qui 
est une fonction holomorphe de y autour de j = 6 : il y a une 
seconde période W2 correspondant à un chemin entourant seule- 
ment un des points, soit Xt, et un ou plusieurs autres points de 
ramification autres que x^, cette période w^ se transformant en 
(1)2 -(-(i)|. Or, pour l'intégrale considérée, ces périodes sont dos 
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consumes: on aura donc 



et par suite m, est égal a zéro. 

Je (lis maintenant qu'il y aura une intégrale de différentielle 
totale 

fRdx + Sdj', 

où R et S sont des fonctioris rationnelles de x^ y, s, dans laquelle 
„^..F.H-..F.H-...^,..„F„, 

Pour le montrer^ il faut déterminer S ; on devra avoir 



à_y, de R considérée comme fonction de a: ctjr- 
On pense d'abord à prendre 






L'intégration qui figure dans l'expression de S est faite en donnant 
à y une valeur constante d'ailleurs arbitraire, et Xg est une con- 
stante fixe. On a /(Xjy, 3)= o, et z, est une racine de l'équa- 
tion /(^o, 7, Si)= o. 

L'expression de S, ainsi obtenue, n'a qu'un nombre limité de 
valeurs : elle n'est pas fonction rationnelle de x, y, z, mais de x, 
y, z et, en plus, de z, ; nous éviterons cette ambiguïté en consi- 
dérant la somme 

^1, Sj, ..., jBi étant les m racines de l'équation 

Cette somme a une valeur déterminée, à un multiple près des pé- 
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riodcs, en im point arbitraire {x, y, z) de la surface 



iDscqucnt 



|[|£;k,„..,^ 



aura une valeur unique en chaque point {x, y, s) de la surface, 
puisque les périodes des intégrales ne dépendent pas dey. Par 
suite cette expression sera une fonction rationnelle de x, y, s, car 
les points singuliers de cette fonetion ne peuvent être des points 
singuliers essentiels. Nous prendrons maintenant la fraction ra- 
tionnelle 



s(«,r,-) 



^i^c''^-"] 



Sa dérivée partielle par rapport à x 

^|;[„.ii(.,^,,)l 

sera par conséquent la dérivée partielle par rapport à y de la 
fonction R. Nous aurons donc une intégrale de différentielle 
totale 

f i'.dx + Sày 

où R et S sont des fonctions rationnelles de x, y et 3. 
Par lijpothèse, pour y constant et arbitraire, l'intégrale 

est une intégrale de seconde espèce; montrons pareillement que 
l'intégrale 

(5} Js{x,y,z)dy 

est une intégrale de seconde espèce pour la courbe entre j et 3 

f{i;,j,. -:} = <.. 

X ayant une valeur constante et arbitraire. 
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Or la valeur de l'intégrale (5) regardée comme inlégrale indc- 
ioie est visiblement égale à 



U') 



■^'^f"-R{^,y,^)dx, 



les intégrales dans (6) étant relatives à la courbe /(a:, y, z)^ o. 
Pour nn système de valeurs {œ, y, s), l'expression (6) aura un 
nombre fini de valeurs différentes à des multiples près de certaines 
périodes qui sont les périodes désignées par P. Il faut montrer 
que, parmi ces périodes, il n'y a pas de périodes provenant d'un 
point singulier logarithmique. Nous devons donc étudier l'ex- 
pression (6) en la regardant comme fonction de y, tandis que x 
et Xn ont des valeurs fixes. Or cette expression aura d'abord comme 
points singuliers les valeurs dejv" points critiques de la fonction algé- 
brique 3 de ^ définie par/(ic, y, s) = o; mais il est évident que 
ces points sont des points singuliers algébriques. Elle pourrait 
encore avoir pour points singuliers les points^= b] il faudrait 
alors, en désignant par x, et x^ les deux points voisins de ramifi- 
cation de la fonction a de ^ correspondant à une valeur àey voi- 
sine de b qu'on eût le chemin d'intégration passant entre x^ et x^- 
11 s'agit de voir ce que deviennent dans ces conditions les inté- 
grales figurant dans (6). Or soit CiiUégralc de rang i] les valeurs 



initiale et finale sont S/ et s pour la fonction z; on pourra certaine- 
ment trouver un autre chemin C allant de a^o à x et avec les mêmes 
valeurs initiale et finale pour la fonction z. La valeur de l'intégrale 
le long de G pourra donc se remplacer par l'intégrale prise le long 
du contour fermé formé de G et C augmentée d'une intégrale prise 
le long de C, La première de ces inli'grales donne une période, la 
seconde sera holomorpbe dans le voisinage de JK^=^- F^î^oi^s main- 
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lenant tourner j)' autour de b en revenant au point dediïpart; nous 
devons prendre pour (6) la différence des valeurs initiale et finale. 
Mais, la période étant indépendante de y^ cetie différence sera 
nulle, et par suite ^= fc n'est pas un point singulier logarithmique 
pour l'intégrale (5). 

On pourrait encore démontrer le résultat précédent de la ma- 
nière suivante : quand_y a fait un tour aulour de è, il j a eu per- 
mutation entre Xi et x^, et l'on a alors, au lieu de la figure pi-écé- 
denle, la disposition suivante {Jig. 1 1). On voit de suite que l'in- 
tégrale prise le long du trait plein est égale à l'intégrale prise 
le long du trait pointillé, augmentée de l'intégrale prise le long 
d'un chemin partant de x^ et entourant X\ et x^, et cette dernière 
intégrale est nulle, comme nous l'avons vu précédemment. 



Nous avons supposé, dans ce qui précède, qne y restait à dis 
tance finie. Pour étudier le cas où y est dans le voisinage di 
point X, posons, comme au n° 19, 



Ij'expression (6) devient une expression de la forme 



^^X'^-'^'^^''^''''*'^'' 



x' , z' et y étant liées par la relation 

T(»'.'')+j:.,(»',.') + ...= o^ 

Or, pour y voisin de l'co, les points oritiques x,, x'^, ... de la 
fonction s' de x' définie par cette équation sont distincts et restent 
distincts pourj/ = ûo. II n'y a donc aucune difficulté; la somme (6) 
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reste uniforme dans le voisinage de y = oo, et par suite ce point 
n'est pas un point singulier logarithmique pour l'intégrale (5). 
Il résulte de cette analyse mie,pour x arbitraire, l'intégrale 

esi une intégrale de seconde espèce, pour la courbe f{x, y, z)^o. 

24. Nous venons de former une intégrale de différentielle to- 
tale 
(71 fRd3:^Sdy 

où R et S sont des fonctions de a;, _/ et 3; elle a r périodes arbi- 
traires. Le long de tout cycle înflniiiaent petit, la valeur de celle 
intégrale est égale à zéro. La chose est évidente, car la surface 
n'ayant que des singularités ordinaires, tout cycle infiniment 
petit peut se ramener à un cycle infiniment petit situé soit dans 
un conlinuum^:^const., soit dans un continuuni x = eonsl. Or 
nous avons vu que les deux intégrales 



fiidx et Ts 



dy 



sont de seconde espèce : donc la valeur de l'intégrale sera nulle 
sur le cycle considéré. 

Nous allons tirer de là une conséquence de grande impor- 
tance. L'intégrale (7) ayant /■ périodes, il n'est pas possible que 



car alors quelqu'une des périodes proviendrait d'un cycle infini- 
ment petit, et nous venons de voir qu'il ne peut en être ainsi. 
Énonçons donc le ihéorcme suivant : 



Le nombre p^ relatif à la connexion linéaire de la surjaca 
est égal à /■ -1- 1 . 

2S, Nous n'irons pas, pour le moment, plus loin dans cette 
étude, qui sera reprise au Chapitre VI, quand nous étudierons les 
intég;rales de seconde espèce. Nous pouvons dire par avance que 
l'intégrale (7) est une intégrale de seconde espèce, et l'analyse 
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de cette Section éiablit une relation étroite entre la connexian 
linéaire et les intégrales de différentielles totales de seconde 
espèce. C'est là un résultat capital, qui donne une base solide à 
l'élude de la connexion linéaire des surfaces algébriques, mais ce 
ne sera qu'après avoir fait l'étude des intégrales de seconde espèce 
que nous pourrons reprendre l'étude du nombre /j, et montrer 
comment on peut effectivement calculer r. Disons seulement en 
ce moment que pour une surface il y a pi — i intégrales dis- 
tinctes de différentielles totales de seconde espèce : énoncé qni 
rappelle une proposition classique dans la théorie des courbes 
algébriques. 

V. — Premier aperçu sur la connexion à deux dimensions ('). 



26. Nous avons défini, d'une manière générale, !a 
p2 à deux dimensions d'une surface algébrique. Nous ne voulons 
pas, pour le moment, approfondir cette notion, mais nous tenons 
à montrer, dès maintenant, la différence considérable qui existe 
entre jD| et p^. Comme nous l'avons vu, la connexion p, est la 
même, pour une surface prise arbitrairement, que pour le conti- 
nuum correspondant aux deux variables indépendantes illimitées 
X ely, c'est-à-dire que/)i= i ; il en est tout autrement pour p2, 
qui a, en général, ime valeur supérieure il la valeur trois corres- 
pondant à ce continuum ; par suite, c'est dans la théorie des cycles 
à deux dimensions d'une sur/ace que se trouve la véritable gé- 
néralisation de la théorie des cycles d'une courbe algébrique, 
généralisation que n'avaient pas donnée les cycles linéaires. 

Les domaines fermés à deux dimensions, servant à la défini- 
tion de jOa, sont les surfaces cycliques ou les cycles à deux di- 
mensions de la surface s. 11 est clair que toute courbe fermée à 
une dimension, tracée sur un cycle à deux dimensions, est un 
cycle linéaire de la surface. 

Il est aisé de voir que la question des cycles à deux dimensions 
est intimement liée à celle de la transformation des cycles linéaires 
en eux-mêmes. Nous avons étudié, dans la Section précédente, la 
transformation des cycles de la surface de Riemann, définie par 

(') E. Plqard {Journal de Mathématiques, p. 189; 1889). 
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la relation algébrique entre x et z-, 

f{x.,y,z) = ,.. 
Reprenons réc[Liation diffère iitiel le linéaire E c[ui a joué le rôle 
essentiel dans cette théorie; à une intégrale w de cette équation 
correspond un certain cycle F de la courbe précédente. Faisons 
alors varier y; le cycle F se déforme, comme nous l'avons ex- 
pliqué. Si maintenant, y revenant à sa valeur initiale, l'intégrale 
(0 revient à sa valeur initiale, le cycle V reviendra, à la fin, sur sa 
position initiale et nous aurons un exemple d'un cycle à deux 
dimensions de f engendré par le déplacement de la courbeT. 
Désignons toujours par 



un système d'intégrales de l'équation E; à quelles conditions une 
substitulion S du groupe de l'équation E sera-t-eile susceptible 
de donner une surface cyclique? Soient 
(S) a; = ™;o), + m>i + ...+ nî?"^ïp ((■ = >,'!,... .,2/.), 

les équations de la substitution S; on devra pouvoir trouvei' une 
certaine combinaison lir 



à coefficients entiers, que laissera invariable la suljstitution S, c 
qui exige que l'on ait 



A toute substitution S du groupe de l'équation, satisfaisant à la 
relation précédente, correspond un cycle à deux dimensions qui 
peut d'ailleurs être susceptible de se ramener à un point ou à 
une ligne, ou au continuum a;=:const., ou au continuum 
y -. const. 

27. On Yoit que la considération des surfaces cycliques con- 
duit à ime intéressante question relativement à l'équation linéaire 
E; cette question est celle des cycles de cette équation, c'est- 
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à-dirc cIrs contours fermés ramenant la même valeur d'une inté- 
grale convenable de cette équation différentielle quand on revient 
au point de départ après avoir parcourn le contour. Mais, comme 
il a été dit plus haut, nous ne voulons pas pour le moment appro- 
fondir ces questions; montrons seulement que, en général, une 
surface aura des cycles à deux dimensions qui ne seront pas sus- 
cepliblesj par une déformation continue, de se réduire à un point 
ou à une ligne, nia un continuum x ^^ const. ou à un continuum 
y = const. 

Nous le montrerons aisément en anticipant sur une notion qui 
sera exposée pins loin, celle des intégrales doubles de première 
espèce (Chap. VII}, c'est-à-dire des intégrales doubles restant 
toujours finies. Soit une telle intégrale 
(K) j pi.,J.j).bdj _ 

OÙ Ç^{x,y, z) est un polynôme arbitraire de degré m — 4; si la 
surface de degré m, représentée par l'équation 

n'a aucune singularité. 

Nous allons voir que la surface a certainement des cycles à 
deux dimensions pour lesquels l'intégrale ( K) a une valeur diffé- 
rente de zéro; il en résultera nécessairement qu'il y a certaine- 
ment des cycles à deux dimensions, qui ne sont pas susceptibles 
de se réduire à une ligne ou à un point ni à un continuum 
a; = const. ou à un continuum;)' = const. et, par suite, p^ sera 
supérieur à trois. 

Comme nous l'avons déjà dit, le nombre des cycles d'une sur- 
face algébrique de degré m, n'ayantaucune singularité, ne change 
pas si certains paramètres varient, d'une manière continue, dans 
l'équation de la surface, celle-ci restant toujours sans points sin- 
guliers. Il suffira donc de prendre un cas très particulier; nous 
prendrons la surface 

et soit considérée l'intégrale double de première espèce 
■p3Ï dx dy a . < ■ 



IF 
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On peut représenler la surface précédente par les éq\iations 

y = 7i-^"' (, 

el l'lntcg;rale double devient 

iw «3 dt 



//r 



Or, soient un contour dans le plan de la variable x ramenant 
la valeur initiale de ^i — a:™, et un contour dans le plan de la va- 
riable t ramenant la valeur initiale de ^/i — ("*; à l'ensemble de 
ces deux contours correspond une surface cyclique de la sur- 
face {/), et la valeur correspondante de l'intégrale double, qui se 
présente sous la forme d'un produit de deux périodes relatives à 
des intégrales abéliennes ordinaires, est, pour des choix conve- 
nables des contours, dilFérente de zéro. Nous sommes donc assuré 
que Ton a, pour la surface (/), 

et les considérations précédentes pourraient même conduire à îa 
valeur dCjO^ pour Ja surface la plus générale de degré m. 

28. Ainsi, une surface algébrique arbitraire possède des cycles 
effectifs à deux dimensions, tandis qu'elle ne possède pas de 
cycles linéaires ne se réduisant pas à zéro. En y réfléchissant, on 
en voit facilement une raison générale si l'on se reporte à l'équa- 
tion linéaire E ; c'est la présence des singularités de la surface qui 
rend possibles certaines relations particulières dans les substitu- 
tions du groupe de cette équation, tandis que la présence de sin- 
gularités ne peut, au contraire, que diminuer le nombre des sub- 
stitutions susceptibles de correspondre à un cycle à deux 
dimensions telles que nous les avons envisagées au n" 26. Nous 
pouvons donc énoncer la conclusion suivante, étrange au premier 
abord : la présence des singularités dans une surface tend à 
diminuer le nombre des cycles à deux dimensions, tandis 
qu'elle peut faire naître des cycles linéaires. 
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CHAPITRE V. 

SUR LES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
DE PREMIÈRE ESPÈCE ('). 



I. — Généralités sur les intégrales de première espèce. 

I. Nous allons maintenant commencer l'étude des intégrales 
(le difl'érentiellcs totales altacliées à une surface 
(I) /(^,7,^)=o. 

Nous entendons par là des expressions de la forme 

(■>,) f Pdx + Q^dy, 

où P et Q sont des fonctions rationnelles de a:, jk et c ; on su[)pose 
remplie la condition d'intégrabilité, en tenant compte, bien en- 
tendu, de ce que s est la fonction de ^ et _^ définie par l'équa- 
tion (i). 

L'idée d'une classification de ces intégrales, analogue à celle des 
intégrales abéliennes relatives à une courbe algébrique, vient na- 
turellementà l'esprit. Les intégrales Ae première espèce sont tout 
d'abord à considérer ; la définition se présente d'elle-même : ce 
sont les intégrales qui restent finies pour tout point de la sur- 
face. Il est nécessaire toutefois de préciser cette définition, car il 
peut y avoir quelque difficulté à entendre ce que signifie la valeur 
de l'intégrale çn un point singulier de la surface. Soit («, b, c) 
un point d'ailleurs quelconque de la surface ; il y a une infinité 
de fondions x, y, s d'une variable t, 
(3) x = a + l{t), y = b + v{t), z = c + :>{t), 

(') E. PiOAiiD, Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de 
première espèce {Comptes rendus, iSSfj, et Journal de Mathématiques, i8S5). 
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holomorpUcs dans le voisinage ôe t = o, se réduisant respeotlve- 
menl à a, b, c pour i ^= o, et satisfaisant identiquement à la rela- 
tion (i). On peiit, par exempte, se donner arbitrairement les 
deux fonctions holomorphes X(() et \J-{t) sous la seule condition 
X(o)=^ [;l(o)^ o; en substituant ces valeurs dans (i), on aura 
une relation entre z et i, d'où l'on tirera pour s un ou plusieurs 

développements, suivant les puissances de t" {^n étant un entier 
convenable). Il suffira de poser t=^t'" pour avoir X, y, s sous 
forme de série holomorplie par rapport à un paramètre qui est 
ici i'. On peut regarder les équations (3) comme définissant sur 
la surface, au voisinage de a, b, c, une certaine courbe passant 
par ce point ; substituons les expressions (3) dans l'intégrale (2), 
elle deviendra 



/ 



•{t)dt. 



et supposons que pjYi "^^ *^ réduise pas à zéro identiquement. 
Ayant donc pris une courbe(3)satisfaisantà toutes les conditions 
indiquées, mais par ailleurs complètement arbitraire, nous dirons 
avec toute précision que V intégrale (a) est de première espèce 
si la fonction F (l), nécessairement méroraoephe dans le voisi- 
nage det^^^Q, est bolomorphe autour de ce point. 

En particulier, si l'on fait_^ = ^o, y^ étant une constante arbi- 
traire, l'intégrale (3) devient 

c'est une intégrale abéliennc relative à la courbe 
/(a;,J)'o,=)=o. 

Cette intégrale devra être évidemment une intégrale de première 
espèce pour celte courbe. 

On peut donner une seconde définition des intégrales de pre- 
mière espèce qui se formule d'une manière plus rapide. Repor- 
tons-nous, à cet effet, à la surface S, sans singularités, de l'espace 
à cinq dimensions à laquelle correspond uniformément la surface /. 
En chaque point de S, l'intégrale de première espèce doit avoir 
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une valeur finie bien déterminée et nous n'avons Ici besoin de 
fournir aucune explication supplémentaire., puisque S n'a pas de 
points singuliers. 

2. La défioitlon d'une intégrale de première espèce étant bien 
comprise, no us envisageons une surface/ ajant une telle intégrale. 
Celle-ci devra avoir un certain nombre de périodes correspondant 
nécessairement à cerlaius cycles linéaires de la surface ; toutes ces 
périodes ne peuvent être nulles, car ce sont aussi des périodes 
d'une intégrale abélienne de première espèce relatives à la 
courbe /(a;, yi,, 3)^0. Or, on saii qu'une intégrale abélienne 
de première espèce a au moins deux périodes distinctes. La sur- 
face aura donc au moins deux cycles linéaires distincts et ne se 
réduisant pas à un cvcle nul ; on a, par suite, 

pi étant le nombre exprimant l'ordre de la connexion linéaire de 
la surface. 

Nous pouvons déjà déduire de là une conséquence importante. 
Puisque, en général, on a pour une surface jo, == i , nous sommes 
assuré qu'une surface n'a pas, en général, d'intégrale de 
différentielle totale de première espèce. 

Un problème se pose alors immédiatement, celui de reconnaître 
si une surface a des intégrales de différentielles totales de pre- 
mière espèce ; c'est cette recltercbe que nous allons entreprendre. 

3. Soit donnée une relation algébrique de degré m 

définissant une fonction algébrique a de a: et y et considérons la 
différentielle totale 



où P, Q, M sont des polynômes en x, y et s, et pour laquelle la 
condition d'intégrabllité est supposée satisfaite. 

Effectuons sur a;, y, z une transformation iiomographique quel- 
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o,i'+4,y+c 


^,3'+rf, 


a^+bf^. 


-.z'-^d • 


a^^'+b^y+. 


■:^z'+di 


^^+by+. 


,i+d ' 


«3iC'+6}/H-C33'-Hd3_ 



h 6/+ cs'-i- 
a relaiion précédente F deviendra 

DifTcrcntions x et ^, on aura 

, A dx' -+- B dy' , 

dx = ■ -^ jj, dy = 



by^cz' + df^^. i^ax'+bf + cz'+dy'^ 

A et A( eiant des poljnomes en ^, y, s' de degré m — r par rap- 
pofi à x' et s', et de degré m par rapport à x', y', z' ; de même B 
et B) sont des polynômes de degré m — i eny'cts', et de degré m 
par rapport à x', y, s'. C'est ce qu'on voit de suite en se servant 
de la relation 

,âf , df ,df ,dj__ 
àx' ^ l)y dz' dt' "" ' 

OÙ tf est une variable d'homogénéité. 

Si maintenant n' est le degré de P et Q, et n celui de M, on 



Q' 



M M'{ace'^by-hcs--i-dy-'<-' M MUan;' -+■ by - 

P' et Q' étant de degré n', et M' de degré n. 

[l s'ensuit que l'expression différentielle prend }a forme, en 
supprimant les accents, 

P,dx-\-Q,dy 

En désignant par ^ le degré de M, par rapport à a;, ^ et ;;, le 
polynôme P, est de degré [/ -j- m — 3 par rapport à ;c et z, et de 
degré [j. -i- m — 2 par rapport à x, y et z. Pareillement pour Q, , 
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le degré par rapport à ^y el z esttA + m — 3,et |A + m^2 par rap- 
port k Xj y el s. 

On peut supposer que le poljnomc M, ne renferme cjne x eti', 
car, étant donnés les deux polynômes M, {x, y, s) et J{x, y, z) 
premiers entre eux, on peut trouver deux polynômes X et v, tels 

R. ne dépendant que de x et y. Par conséquent, en maUîpllant 
par X le numérateur et le dénominateur de l'expression différen- 
lielle, on aura une expression de même forme, sauf que Mi ne dé- 
pendra que de x et y. 

La diEFérenlielie totale étanlmîse sous cette forme, envisageons 
maintenant l'intégrale 






et supposons que celle intégrale soit de première espèce. 
Nous pouvons évidemment admettre que l'équalion 

renferme un terme en s". Si, laissant y constant, nous faisons 
sculemeni varier x, nous aurons une intégrale de première espèce 

rp, dx 
J M",/;' 

pour la courlie/(.ïT, y, z) ^ o. 



Il est nécessaire, pour cela, que —• puisse se mettre sous la 
forme - , - ' - par la suppression d'un facteur commmun ; pour une 
raison anaîoffue ^ doit pouvoir se mettre sous forme , , ", . et l'in- 
tégrale a, par suite, la forme 

cette intégrale peiit s'écrire, conformément à [a théorie élémen- 
taire des intégi'ales de différentielles totales 
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Chacune des intégrales qui figiircnl dans cette expression est 
une intégrale abéUenne de première espèce, la première intégrale 
pour la courbe f\X, y, z)-^o entre X et s, la seconde pour la 
courbe /"(a^o, y, z)^ o entre je et z. On voit immédiatement que, 
si le polynôme '^{y) ne se réduit pas à une constante, l'expres- 
sion ci-dessus- pourra devenir infinie ; pareillement '^{x) doit se 
réduire à une constante, et l'intégrale étudiée peut finalement se 
mettre sous la forme 

J n ■ 

P est un polynôme de degré ni — 2 en x, y et 5, et de degré 
m — ■ 3 en j; et 3 ; pareillement Q est un poljnomc de degré m — 2 
en X, y et s, et de degré /*i — 3 en y et z. 

4. Nous n'avons pas jusqu'ici écrit la condition d'intégrabilité 
que nous avons maintenant à approfondir. On doit avoir 



ày\sÙ àx[/U' 



en considérant z comme fonction de x et y. Cette relation déve- 
loppée devient 

Le premier membre de celte égalité est un polynôme en x,y 
et ^ ; il n'est pas nécessairement nul identiquement, mais seule- 
ment en vertu de l'équation 

On reconnaît facilement que l'on peut écrire la condition d'in- 
tégrabilité sous la forme 

Or, si, dans l'intégrale que nous étudions, nous prenons « et ; 
pour variables au lieu de x et r, nous devons tomber sur une 
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expression de même forme. Effectuant ce cbangement de va- 
riables, l'inlégrale devient 

— , , dcc — Q rfj 

J—f', ■■ 

il est donc nécessaire que l'expression 

puisse, en \ertu de/= o, se mettre sous la forme d'un polynomo 
en x,y, z. Posons donc 

K étant de degré m — 3 par rapport k x &l y cl de degré m ^- -i 
en a;, y et a, ou, en écrivant cette même équation sous forme 
d'identité, indépendamment de l'éqnation/^ o, 

N étant aussi un polynôme, cette dernière relation ayant lien quels 
que soient x, y, z. Ceci posé, revenons à l'équation (4) qui pourra 
s'écrire 

àx: i)y ds 

Cette relation doit être vérifiée pour tous les points de la sur- 
face/, c'est-à-dire que le polynôme 

est divisible par/, MaisP, Q, RelN sont des polynômes de degré 
inférieur à m. Si donc/ est irréductible, comme nous le suppo- 
sons évidemment, la relation 

(6, S-5^ + S + " = '' 

aura lieu, quels que soient x^ y et z. 
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Posons 

Q^ — A, P = -fB, H= — C; 

les identités (5) et (6) se résiimeront dans l'idenlilé unique 

ùa: de as \èx dy ds/-'^ '•" " 

identité en x, y et s, qui joue un rôle essentiel dans la théorie 
des intégrales de différentielles totales de première espèce. 

5. Nous pouvons approfondir davantage la forme des poly- 
nômes A, B, C, Ceux-ci sont nécessairement de la forme 

<f, i|i, ^ étant des polynômes homogènes en œ, y, z de degré m — 3 ; 
quant à A,, E,, C|, ce sont des polynômes de degré m — 3. Or, 
considérons l'intégrale 

rBdx — X dy 

J Â "' 

et posons j' = ax, a étant une constante : nous aurons l'intégrale 
abélicnne de première espèce 

J A 

relative à la cotirbe /(x, jaj;, s) = o. Il en résulte que B — Aji 
est de degré m — 3 au plus en a: et s ; donc l'expression 

qui dans B — A [j. est du degré m — a, devra être nulle, et Ton 

quel que soit p., ce qui revient è dire que 

En menant l'intégrale sous la forme 

r— C dx ^- A dz 



y Google 



INTÉGRALES DE DIFFËBENTIELLES TOTALES DE PREMIÈBE ESPÈCE. II9 

on démontrerait que xi^tJ' •^)= f (■^î Jî ■^); par suite, les po- 
lynômes '5, i, -/_ sont identiques. 

6. On peut donner une autre forme à 3a condilion d'intégrabi- 
lité du n" -4 ; écrivons-la sous la forme 

Posons maintenant 





0, = 








■^ \ùx ây dz, 




03 = 


^ \dx^ ûy^ à^. 




Ci = 


\àx ày ■*■ dzj' 


de telle sorte que 


l'identité devienne 


vj.) e 







En se reportant aux expressions de A, B, C données au numéro 
précédent, on \oit de suite que les 8 sont des polynômes de degré 
m — 3. On aura entre ces polynômes la relation suivante, qui ré- 
sulte immédiatement de leiu-s expressions en A, B, C, 

, „ , dHi ^, d9,, dOi 

f^' ^. + ^7 + ^.-*-^ = ^- 

Tel/es sont les /ormes élégantes, (a) et (p), sous lesquelles 
peut se mettre la condition d'intégrabilité pour une intégrale 
de première espèce; on devra pouvoir trouver quatre polynômes H 
d'ordre m — 3 satisfaisant aux conditions (a) et (P), 

Nous avons démontré déjà que la surface la plus générale de 
degré m ne possède pas d' intégrale de première espèce, puisque 
/), ^ I. Nous pouvons le vérifier à un autre point de vue : je dis 
que /(a;, y, s) étant le polynôme général d'ordre m, on ne peut 
pas trouver quatre polynômes 9 de degré m — 3 vérifiant (a) et (P). 
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Lrois surfaces 

Or ' ■ 



Elles n'ont pas de courbes communes, et elles ont en commun 
un nombre de 'points distincts égal à (m — i)', Pour ces points, 



mais !e second facteur ne sera certainement pas nul, puisque alors 
la surface aurait des points doubles ; les points considérés appar- 
tiennent donc à la surface 



, les quatre surfaces 



àx <tx ' t'a ' 

ont en commun (m — i)* points distincts. Or cela est impossible, 
car, si nous considérons les deux surfaces de degré m — \ 
df . àf àf 

ôx ^ ày ' dz 

les a, [3, y étant des constantes arbitraires, l'intersection de ces 
deux surfaces devrait rertconlrer )a surface 9, en (m — i)' points. 
Il est d'ailleurs impossible que les deux surfaces précédentes aient 
une ligne commune avec la surface O.i, si les a, p, y sont pris arbi- 
trairement, car il faudrait alors qu'il y eût une ligne commune à 

àf àf àf , c • ^ ■ > ■ 1 

^ =^ o, ^ = o, j- =: o, et la surtace aurait des points multiples 

à l'intersection de cette ligne avec -^ = o. 



II. — Discussion relative aux points singuliers. 

7. Nous venons de trouver les formes nécessaires des intégrales 
de différentielles totales restant toujours finies. Nous avons main- 
tenant à rechercher si les intégrales remplissant les conditions 
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précédentes restent toujours finies. Supposons que la surface ne 
possède que les singularités ordinaires considérées au Chapitre IV 
(n° 8), c'est-à-dire une ligne double avec des plans tangents en 
général distincts et des points triples triplanaires qui sont, en 
même temps, des points triples de la ligne double ; nous traiterons 
seulement, de plus, le cas des points doubies et des points mul- 
tiples isolés. Les singularités considérées seront les plus générales 
de leur type; ainsi, il peut j avoir sur la courbe double un certain 
nombre de points-pince, c'est-à-dire de points où tes plans tan- 
gents aux deux nappes de la surface sont confondus; mais nous 
pouvons supposer qu'ils sont généraux. Cherchons ce qu'il advient 
de l'intégrale 

^ Bda: ^- k-dy 



x: 



fi 



quand {^x^y, s) se déplace sur la surface. 

Ne considérons d'abord que des points à distance finie. Si 
{x,y, s) n'est pas an point multiple de la surface, il n'y a aucune 
difficulté, car on voit que l'intégrale reste finie en employant 
l'une ou l'autre des trois formes de l'intégrale 

J n ~J fy ^J yi 

Supposons, en second lieu, que {x,y,z') tende vers un point 
double isolé («, 6,c) de la surface. On remarquera d'abord que 



passent par ce point. Si l'on différântie, en effet, l'idei 
mentale 



dy as y'àa: '^ dy ' àsj-'^ '■^' " 



successivement par rapport à ^, ^ et z, et qu'on fasse ; 
y=:b, z^c-, on aura 

A(«, ô, c)fl^+B{a, b, o)fU + C( a, 6, c)fU - o, 
A(a. b,c)fl,+ B(a, 6, c)fi, + C(«, b, c)fl, = o. 
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Le point (a, b, c) n'étant pas nci point bipianaire, le détermi- 
nant des dérivées secondes n'est pas nul et, par suite, 

k(a,b,c)^'B{a,b,c) = C{a, (i, c) = o. 

Posons, en supposant le point a, b, c à l'origine des coordonnées, 
X = tiz, y = vzei soit 

fi^,y, 3) - <^2U,r., z) + ^,(;^, r. ^) + . . .; 

l'inlégrale peut s'écrire 

(k-Cu)ds — Czdu 



Or, A. et C sont divisibles par s quand on a posé x = uz, y = 
Nous aurons donc une expression de la forme 

/■ A,dz — Cis da 



7 ?;..(u,i',i)--^T3..(". ".»+--■' 

c'est une Intégrale de différentielle totale pour la surface S définie 
par la relation entre u, c, z, 

et l'on a à considérer les points de cetle surface {u, i', o) satlsfai- 

Tous ces points sont pour S des points simples, et nous sommes, 
par suite, assuré que l'intégrale reste finie. On peut se demander 
si l'intégrale tend toujours vers la même limite de quelque 
manière que {x,y, s) se rapproche de séro; il en est effective- 
ment ainsi, car tout cycle infiniment petit donne une période 
niille. En eïïet, au point double de la surface initiale correspond 
dans S la conique 

?.(«,<', = 0, 

et un cycle infiniment petit correspond à un cycle de la surface 
de Riemann représentée par cette équation qui est de genre 
zéro; les cycles infiniment petits de la surface se réduisent donc 
à zéro. On peut encore arriver autrement au même résultai en 
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remarquant que l'intégrale 

A| dz — ■ Cl 3 du 



f A.,ds- 



est très petite si l'on intègre entre deux valeurs {soi^oifo); 
(s, u, c), z et ^0 étant très petits, et s restant petit sur la courbe 
d'intégration. Il en est bien ainsi si, sur cette courbe, on n'a pas 

mais, dans le cas où il en serait autrement, on éviterait la difficulté 
en prenant une des autres formes de l'intégrale. 

On étudierait de la même manière le cas d'un point singulier 
isolé général d'ordre />, oii le cône des tangentes est irréductible. 

Pour que l'intégrale 

r — Od^+ A- dz 

J fy 

reste finie pour toute section plane, il faut évidemment que les 
surfaces 

A - o, C =^ o 

aient au point multiple d'ordre/) un point multiple d'ordre p — \ . 
Nous admettons donc que les trois surfaces 



ont, ail point multiple d'ordre p de la surface /, un point multiple 
d'ordre/) — i. L'équation de la surface étant alors de la forme 

nous aurons, en posant encore 



ilégrale 

r (A — Gu) dz~ Gzdz 



et, comme A — CuetCz sont divisibles par sJ""' , nous sommes 
ramené à une intégrale de ditFérenlielle totale pour la surface 
définie par la relation entre «, c, s 
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el nous n'avons à considérer que des points simples do cette snr- 
face, si les points multiples de la eourbe 

comme nous devons le supposer, si le point mnhiple n'est pas 
spécial. 

8. Étudions maintenant la valeur de l'intégrale quand {x,y,z) 
se rapproehe d'un point de la courbe double de la surface. Il 
faudra nécessairement, pour que l'intégrale reste finie, que les 
Surfaces 

A = o, B = o, G = o 

passent psr la courbe double. Nous adjoindrons donc ces condi- 
tions, et nous allons montrer que l'intégrale reste alors finie. 

Un premier cas, très simple, est celui où l'on considère un 
point de la courbe double pour lequel les deux plans tangents sont 
distincts. Soient :>:,, y,, jz^ les coordonnées d'un tel poinl P de la 
courbe double; par ce point passent deux nappes de la surface 
ajant, par hypothèse, deux plans tangents différents. Supposons 
que (;2^,^, 5) tende vers P en restant sur une certaine nappe; le 
plan tangent à cette nappe en P n'est pas parallèle, nous pouvons 
le supposer, à l'axe des z. Pour ta première nappe, on aura, dans 
le voisinage de [xi ,y, , s, ), 

o ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. 
Pour l'autre nappe, on aura pareillement 

z ~ zi = a' {x — Wi) -\- b' {y ~ y^) -^ ■)f{û:: — Xi, y — fi), 
et l'on n'a pas à la fois 



L'équation de la surface pourra évidemment se mettre sous 1 
forme 

nco,y,z) = [z-^,- ai^ - ^,)- b(y -7,) - ?] 

[^-;,^^a'(x-x,)-b\y-yy)^^]xY, 
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F ayant une valeur finie et différente de zéro pour x^ a:,,y = y,, 
z=:Zi. On en conclut que, pour tout point {x,y, a) de la pre- 
mière nappe, on a 

/i(3.,jz) = [(«-a')(^-a.,)-i-(ft-i')(j-ri) + ?-'^]xi'- 

L'équation de la projection de la courbe double sur le plan des 
{x,y) est 

(„ „ „')(^ _ ce,) ^{h - b')(j - J,) -4- o -'1' = t>, 

et l'on n'a pas à la fois a — «'^: o, 6 — b'^^o; soit par exemple 
b — b'^ o. On pourra tirer de l'équation précédente 

P étant une série, sans terme constant, ordonnée suivant les puis- 



représente une surface passant par la courbe double, on pourra 
écrire pour les points de la première nappe 

K{x,y,z) = y{^ — œ„ y — y^), 

et celte fonction liolomorplie en x — x, el y — y^ sera identi- 
quement nulle, quand on remplacera _)' — y, par P(^ — ^i). On 
aura donc 

kix,y,2) = {y-y>-?ix~x>)]yj{x-x,,y~y,). 

D'autre part, d'après ce qui aété dit plus haut, 

F| ne s'anniilanl pas pour x^ Xi, y -^yi, z ^^ z,. Donc le quo- 
tient 

A ' 

tendra vers une valeur flnic déterminée différente de zéro quand 
{x,y, s) tendra vers P, en étant sur l'une ou l'autre nappe de la 
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surface. 11 est manifeste alors que l'intégrale 

X.r..^. fi 

tend vers une valeur finie déterminée quand (xjy, z) tend vers 

L'analjse précédente n'est plus applicable quand (xi,y,, z,) 
est nn point-pince de la surface. Nous ne diminuerons pas la gé- 
néralité en supposant que la courbe double est l'axe des s, le 
point-pince étant l'origine avec le plan des zx comme plan tan- 
gent double ; l'équalion de la surface est alors 

-H [a -1- «"a^ 4- P> -F f"5 + , . ,]^ï = 0. 

On a nécessairement a ^ o, et pour un point-pince non spé- 
cial, nous devons supposer y^o. 

Posons_^^ iix, nous aurons, entre u, x et s, l'équatiou 

et l'intégrale devient 






~ \u'j dx — h.x du 



A conlienl x en facteur quand onpose^= ux, puisqiic la surface 

passe par l'axe des s. D'autre part quand, dans B — Ku, on 
place s par le développement holomorphe en x et u, tiré de 
l'équation (S') entre z, X et «, on devra avoir x'^ en facteur, 
effetj pour une valeur constante suffisamment petite donnée j 
on a une section de la surface par le plan_;K ^ ux, et cette seci 
passe par le point 

3o éiant la racine voisine de zcro de l'équation (S') quand on 
lait a; = o. L'intégrale 

Ç (B — A h) dx 
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doil, pour cetie section, rester finie quand x tend vers Kéro, Par 
conséquent, B — Au doit conienir x'^ en facteur. Il résulte de là 
que l'intégrale de différentielle totale (a) reste finie quand x, 
z, u tendent vers zéro en satisfaisant à l'équation (2'), 

9. Supposons maintenant que (x,y,z) tende vers un point 
triple de la courbe donble. Nous ne diminuons pas la généralité 
en supposant que la courbe double se compose des axes des x, 
des y et des z, le point triple étant l'origine. Nous avons alors 
l'équation 

(S) /(x,j,z) =a~xs-i-ai{^,y,z)-i-fs{x,j',z)-h... = o, 

et chacun des cônes cp,(«,_^, z) = o admet comme lignes doubles 
les axes de coordonnées; ainsi on a 

Posons 



nous avons la relation entre u, c, z 

Supposons d'abord que w et c ne tendent pas tous les deux 
vers zéro; soit c tendant vers Co diiFéreni de zéro, et u tendant 
vers zéro. Le point « = o, v =^ Vq, a^o sera un point simple 
pour la surface définie par l'équation précédente entre u, v et s, 
et, en prenant l'intégrale sous la forme 

Ç Ç.dy — '^dz 
J Jk 

on volt immédiatement, en se rappelant que A 7=0, B :=^ o, 
0=: o ont pour point double le point ^ = 0, y=o, s:=o, 
puisque ces surfaces passent par les trois axes, que l'intégrale 
reste finie dans le voisinage du point simple tc^ o, c :^ Cq, s =^ o 
de la surface 2. 

Le même raisonnement n'est plus applicable quand u et v ten- 
dent vers zéro simultanément. On remarque alors que la droite 
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est une ligne double pour la surface 2. Au point ;i=:o, c = o, 
s = o de cette surface les plans tangents sont w = o, r= o; l'in- 
tégrale peut s'écrire 

Or, C el Ce — B sont divisibles par s quand on a remplacé x 
el^par us el vz; nous relombons donc siir une intégrale de 
différentielle totale relative à une surface pour un point (non 
pince) de la courbe double. Elle restera finie si les deux poly- 
nômes 

Ca Cy — B 



s'annulent pour « = o, t'^:^o; il en est bien ainsi puisque les 
deux surfaces C = o, B = o passent par l'axe des z, c'est-à-dire 
sont de la forme M^ + Nj', M et N étant des polynômes en œ, 
y, z. Ainsi, nous sommes assuré que l'intégrale restera finie 
pour le point triple. 

10. Il reste à étudier l'intégrale quand les variables deviennent 
iniinies. Nous allons, dans ce but, transformer l'intégrale en nous 
servant des coordonnées homogènes. Remplaçons donc x, y, z 
par - > ^-1 ^1 et rappelons-nous que nous avons trouvé 

A = a: cf (a;, j, 3) + Ai(37, j, 3), 

Nous aurons donc, en rendant les polynômes homogènes, 

Bdx~k dy _ \-\^'>{:o,y,z) + tk,{cc,y,z,t)-\{tdy-ydt')\ 
/K^.r-^)" tM^,y,^,t) 

expression qui pourra s'écrire, après quelques transformations 
très simples, sous la forme 

— {!):dy~yd3;){^a-^tki)-^(kiy — 'BiX){xdt — tdx) 
■rM^,J>s,t) 

Or a:, y, ;, t, ne sont pas nuls à la foisj soit x^o : posons 

^ = Y, - =Z, - =T, 
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l'expression différentielle deviendra 

— [^(i,Y. Z)-f-TAi([ , Y.Z,T)]rfY+[YA,([ ,Y, Z,T'i--B,(i,Y,Z,T)1i^T 
" /:(.,Y,Z,T) 

et nous sommes ramené à «ne intégrale de même forme que celle 
qui a été étudiée précédemment. L'intégrale restera donc finie 
pour les points à l'infini de la surface. 

III. — Quelques applications des généralités précédentes. 

H. Nous avons achevé, en nous bornant, comme il suffit, aux 
singularités les plus simples, la discussion des intégrales de pre- 
mière espèce. Étudions maintenant quelques cas particuliers, et 
citons d'abord des surfaces étendues, admettant des intégrales de 
première espèce. 

Soient 

les équations de deux courbes de genres p et p' respectivement. 
Considérons une surface S définie par les équations 

les F étant rationnels par rapport aux œ et aux ^ ; nous supposons 
de plus qu'à un point arbitraire de la surface ne correspond 
qu'un seul système de valeurs de {a, p) et (a', ^'). On aura ainsi 

R et R| étant rationnels en x, y et s, et si 

représente une intégrale de première espèce de la courbe o, cette 
intégrale deviendra, en remplaçant a et ^ par leurs valeurs, une 
expression de la forme 

/ P rf^ -1- Q (//, 



y Google 



l3o CIUPIILIE V. 

où P et Q seront rationnels en a:, y el z : ne sera une intégrale de 
différentielle totale de première espèce pour la surface S. On 
aura ainsi j9 -i- p' intégrales de première espèce : elles son! linéai- 
rement indépendantes, mais deux intégrales de la première série 
sont fonctions l'une de l'autre, ainsi que deux intégrales de la 
seconde série. On voîl aisément qu'il n'y a pas, pour la surface, 
d'autres intégrales de première espèce; une telle intégrale est, en 
effet, nécessairement de la forme 



y"M(a,p,. 



3')^Za + K(a, ji,a', ^')da'. 



M et N étant rationnels. Or, poLii- une valeur consfanlc donnée à 
(a', P'), l'expression 

doit être une iiilcgrale de première espèce delà courbe f ; donc 

M(a, fi, a', P') est de la forme 

A,2ii^'+...+A,!iiiifi, 

les A dépendant rationnellement de (a', p'). Or, si les A dépen- 
dent effectivement de {al, ^'), l'intégrale deviendra infinie pour 
un système de valeur de (a', p') au moins, et, par suite, les A 
doivent être nécessairement des constantes. On verrait qu'il en 
est de même, en permutant (a, j3)et(a', p'), pour l'expression de N, 
et finalement l'intégrale est une somme des intégrales précédem- 
ment indiquées, multipliées par des coefficients constants. 

12, Faisons de suite une remarque générale sur les intégndcs 
de différentielles totales de première espèce, dans le cas où la 
surface jouirait de la propriété suivante. Je suppose qu'il j ail 
sur la surface une famille de courbes unicarsales telles que, par 
chaque point de la surface, passe une courbe de cette famille. 
Soit, dans ces conditions, 

rp 1^37 + Q dy 
une intégrale de première espèce. Pour une courbe de la famille 
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indiquée x, y, z s'expriment raùonncUement en fonction d'un 
paramètre ; en substituant ces valeurs dans l'inlégrale, on ne peut 
avoir une intégrale rationnelle qui soit de première espèce : 
le résultat de la substitution ne peut être que zéro ou l'infini. 
Or, P et Q ne deviennent infinis que le long de courbes isolées 
de la surface, tandis que nous considérons ici une famille d'uni- 
cursales dépendant d'un paramètre arbitraire. On aura donc, pour 
toute courbe de cette famille, 

P (te + Q (?7 = o. 

Par suite, la famille d' unie ur sales représentera l'intégrale 
générale dû cette équation différentielle ordinaire du premier 
ordre entre x et y. 

Il résulte de là que, si la surface a une seconde intégrale de pre- 
mière espèce 



J\\dx^(l,dy, 



celte intégrale sera fonction de la première; en effet, l'équation 
différentielle 

Piffc-i- Qirf^ ^ o 

ayant la même intégrale générale que l'équation analogue relative 

à la pvemi^.re intégrale, on aura nécessairement, pour tout point 

de la surface, 

PQ,_p,Q^o, 

ce qui montre bien que les deux întég'rales sont fonctions l'une 
de l'autre. 

On obtient un exemple de surfaces jouissant de la propriété in- 
diquée en supposant, au numéro précédent, que le g;enre p' de lu 
courbe i^ est nul; nous avons alors des surfaces définies par les 
équations 

œ= F(a, ^,0), 

et cela de telle manière qu'à un point arbitraire (^,y,5) de la 
surface corresponde un seul système de valeurs pour (œ, p) et 9. 
Pour a:= const., on aura une famille d'i 
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grales de première espèce 

jouissenL bien êe la propriété f{ui vient d'être élablie. 

13. Les surfaces iinicursales, c'est-à-dire les surfaces pour les- 
quelles les coordonnées s'expriment en fondions rationnelles de 
deux paramètres, n'ont évidemment pas d'intégrales de différen- 
tielles totales de première espèce. Par suite, les surfaces du se- 
cond degré et les surfaces du troisième degré étant unîcursales, 
à l'exception des cônes du troisième degré, n'auront pas de telles 
intégrales. Au contraire, une surface du quatrième degré peut 
avoir une intégrale de première espèce. Prenons la surface du 
quatrième degré de révolution autour de l'axe des z 

/î et fi étant des polynômes en 5 du second et du quatrième 
degré. Cette surface admet, en général, une intégrale de première 
espèce; considérons, en effet, la courbe entre u et s 

Si /a et /i sont des polynômes arbitraires des degrés indiques, 
cette courbe sera du genre un. Soit 



fPy(u,S)du 



son intégrale de première espèce; en remplaçant u par x'^-^y^^ 
on aura une intégrale de première espèce relative à la surface de 
révolution. 

Cette surface n'aura pas une seconde intégrale de première 
espèce; il j a, en effet, sur la surface une famille de cercles dé- 
pendant d'un paramètre arbitraire; ce sont les courbes M^ const. 
Si donc, l'intégrale 

fpdce-^q dy 

représente une intégrale de première espèce, il faut que pour 
tous ces cercles, qui sont des courbes unicursales, on ait, d'après 
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le numéro précédent, 

Par suite, rélémcnt difFcrentiel doit être de la forme 
P tf a; -I- Q (// = ), rfw, 

'k étant une fonction rationnelle de x, y tu z. Or Â(x,y,z) 
peut être regardée comme une fonction de u, s et ^, u cl x étant 
les deux variables indépendantes, et s étant une fonction de ;(. 
Puisque 

est une différentielle totale exacte, c'est que À ne contient pas x; 
donc la fonction rationnelle X de x, y, z ne doit dépendre que 
de u et z, et nous retombons sur l'intégrale obtenue. 

Citons d'autres surfaces du quatrième ordre admettant une in- 
tégrale de première espèce; ce sont les surfaces du quatrième 
ordre ayant deux droites doubles ne se rencontrant pas. Soit le 
tétraèdre de référence 

l'équation générale d'une surface du quatrième degré admettant 
les droites doubles 



sera 

(P z-'-i- qzt -h^t^)a!^-h ■!(?' z^-h Q; st -h 'R' t'i)xy 

oii les deux droites doubles sont en évidence. Si, en coordonnées 
non homogènes, une des droites doubles est l'axe des z, la seconde 
droite étant à l'infini dans le plan 2 t= o, l'équation de la surface 
se déduira de la précédente en faisant (:=i, et se réduira par 
suite à 

Cette surface est évidemment réglée, les droites étant données 
par les sections s ^ const. Il y a, sur l'axe des z, quatre points- 
pince, qui correspondent aux \aleurs de s, pour lesquelles on a 

-î(3) = (P'3'+Q'3-.-R')î-(P^'+Qs--B)(P"sM-Q"z + R") = o- 
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La surface précédente rentre dans la catégorie des surfaces 
considérée au paragraphe précédent. Posons en effet 

j = )...■. 
1,'équation de la surface nous donnera 

!\ous avons par suite, pour les coordonnées d'un point de la sur- 

les coordonnées s'expriment rationnellement en fonction de x, 
:, y''a(s), et à un point arbitraire {x, y, s) de la surface ne 
correspond qu'un système de valeur de x, z, y/œ(s). La surface 
admet donc l'intégrale de première espèce 

'il. II est aisé de trouver toutes les surfaces du quatrième degré 
admettant une intégrale de première espèce. La question revient 
à la discussion d'un système très simple d'équations différentielles; 
on doit avoir quatre polynômes 6,, 60, 6j, Oj du premier degré 

61 = aix -\- biy -\~ C\Z -\- dit, 
flj = «5 3^ -H b^y + ca s + tfj (, 



tels, que l'on ait identiquement 




'il 'iy 




-ivec la condlLloii 





Pour trouver la forme générale des fonctions/ satisfaisant à la 
première de ces relations, il suffit de trouver trois intégrales dis- 
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Or II résulte d'une théorie classique qu'eu peut oblenir des 
intégrales de la forme 

pi, -^ ^ 
Q).,' Q^' Q)..' 

P, Q, R, S désignanl quatre polynômes du premier degré, homo- 
gènes en X, y, z, t et les X étant les racines de l'équation 



il rcsiiUc de la relat 



c, 




d,_ 




C3 — 


\ 


di 




C: 




d,- 


l 



I- ^; + C3+ (/i^ o que l'on doit 

C'est seulement quaud les quatre racines sont distinctes que 
Ton est assuré d'avoir trois solutions distinctes de la forme indi- 
quée. Quand les racines ne sont pas toutes distinctes, on pourrait 
avoir des logarithmes dans les expressions d'une au moins des 
intégrales ; mais ceci ne nous conduirait pas à des surfaces algé- 
briques. Nous devons donc supposer qu'il ne s'introduit pas de 
logarithmes; de plus, les quatre polynômes P, Q, R, S doivent 
ôtre linéairement indépendants, sans quoi nous aurions une 
surface conique, ce que nous excluons. On peut par conséquent 
poser 

P =^. Q^r- R = ^, S = i; 

nous avons alors les solutions 



7'-' y"" y- 

et, par suite, notre polynôme du quatrième 
doit être de la forme 

737''. z^-ï rti 

Si l'on prend 

X, = -i, ),s = ., h-=o, 
on aura l'expression 



degré f{jf:,y,z, t) 
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et, si l'on veut que celle-ci soit un poiynome du quatrième degré, 
ce polynôme sera nécessairement 

a!^yi-i-xy(A-z''-i-Bzt-\-Ct^)-j-A's'--hB'zH-i-C'z'-r-hU'st^-i-E't'' : 

nous retombons sur les surfaces de révolution, qui se déduisent 
de celte forme en remplaçant x ei y respectivement par ;r -\- iy 
et ^ — iy. 

Faisons en second lieu 

ce qui nous conduit à l'expression 

si elle représente un polynôme du quatrième degré, il sera néces- 
sairement de la forme 

+ a ^(P'3=j^-i- Q'aj iy -i- K'f^j''-)+l"'z\r-+ Cl" zy ty ^s- IV t^j\, 
ce qui nous ramène à la forme 

et, par suite, aux surfaces du quatrième degré avec deux droites 
doubles. 

Une discussion un peu minutieuse, que nous ne ferons pas ici, 
montre qu'il n'y a pas, en dehors des cônes, d'autres surfaces 
ayant une intégrale de première espèce que les deux surfaces 
trouvées plus haut et, bien entendu, toutes leurs transformées 
homographiques. Ce résultat a été énoncé sans démonstration 
par M. Poincaré, dans une Noie des Comptes rendus (t. XCIX). 

lo- Nous ferons maintenant quelques remarques relatives au 
cas où une surface de degré m 

possède plusieurs intégrales de première espèce, qui ne soient 
pas fondions les unes des autres; A, B, C et A,, B,, C| étant les 



y Google 



IXTËGHALES DE SIFFËREMIELLES TOTALES DE PREHIËRE ESPÈCE. 

polynômes correspondants, nous aurons les deux identités 

dx dy ds \ àx ày àz /■'• '■" " 

A, -i-HB, /■+C/=-^-H-T-^+'3-J fisc, y. z). 
ôx ày âz \ àa: ôy ôz/''^ '■' ' 

Nous supposons qne les deux, intégrales 

'^Rdx ~ Xdy f B|(/a-- 
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où l'on déduit 
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/= /; fy 

Montrons que la valeur commune de ces quotients peut se 
mettre sons la forme d'un polynôme en x-,y^ s. Tout d'abord, 
chacim de ces quotients restera fini pour tout point simple de la 
surface à distance finie. Prenons maintenant un point de la courbe 
double : il n'y a aucune difficulté pour un point qui n'est pas un 
point-pince ; il suffit en efiel de raisonner comme au n" 8 : on aura 
un facteur commun au numérateur et au dénominateur, et, de 
plus, on remarquera que le quotient considéré s'annulera an point 
considéré. Donnons ky une valeur constante diflerenle de Yy 
d'un point-pince; la courbe entre a;cL; 



a pour points doubles les points doubles de /(^, y, s) := o. On 
peut par suite, d'après une proposition connue relative à la théorie 
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des courbes ('), mettre AB, — A,B sous la forme 

AB,-A,B' = ),(^,3)/:+^(^,3}/(3^,:>',^}, 

). et [X étant des fonctions entières de x et z, dont les coefficients 
pourraient être des fractions rationnelles de y- Nous pouvons 

ABi — AiD _ P(a-, ,r, z^ 

7= " ~{y) ' 

S'{x,y, 3) étanlim polynôme en a;, jK, s- On verrait de même que 

"fz ~ ?l(^} 

On peut d'ailleurs supposer que, dans P et Pj, z entre au plus au 
degré m ^ 1 . On a alors 

et ceci doit être une identité, quels que soient x,y et s, puisque 
z figure seulement au degré m — i . On aura donc, pour 
Ali^- A,B 
fi" ' 



(') On sait que Ntether a donné d'une moniére générale (Math. Annalen, 
t. VI) la condition pour que, étant donnés doux polynômes f{x, y) <il-lf{x, y], 
un polynôme /(œ,jK) puisse se mctlre sous la forme 



donnant une condition suffisante pour que / puisse se mettre sous la forme 
indiquée. Considérons les deuï courbes 

fi^-r)= °i 'i>(iii,y)~o 

et prenons un quelconque de leurs points de rencontre, que nous désignerons 
par M; soient p et q les degrés respectifs de maltiplicité de ce point pouf les 
deux courbes, et supposons de pins que ce point compte pour/ii/ points de ren- 
contre (cas général). Dans ces conditions, si la courbe 

/(:c,y)=Af + B^. 
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un polynôme en a;, y^ s, et nous pouvons par suite écrire 

AB,-A,B=/iQ(^,7,^), 

Q étant «n polynôme. Le degré de ce poljnome sera m ■ — 4 ; on 
voit en effet, en se reportant aux formes de A, B, G, que les poly- 
nômes figurant dans les premiers membres de la relation précé- 
dente sont de degré 2m — 5. 
La surface d'ordre 7n — 4 

mière fois, dans un cas particulier, une de ces surfaces d'ordre 
m — 4i tl"ft nous allons bientôt étudier d'une manière générale, 
et qui sont dites adjointes à la surface proposée. La surface Q 
passe par les lignes doubles de la surface, puisque les A et les B 
s'annulent pour les points de ces lignes doubles. Les surfaces A 
et B ayant pour points doubles un point triple de la courbe 
double, il est manifeste que la surface Q aura un tel point pour 
point double. 

16. Ces remarques faites, chercbons si une surface du quatrième 
degTé peut avoir deux intégrales de seconde espèce qui ne soient 
pas fonctions l'une de l'autre. Nous allons voir de suite que la 
chose est impossible. D'après ce que nous venons de dire, on a 

ABi-A,B — Q/i =0, 

BG, — GB, — Q/i^o, 

CAi- ACi -Q/;^o. 

Q, qui est d'ordre m — 4 ) se réduira ici à une constante différente 
de zéro, puisque, par hypothèse, les deu\ intégrales ne sont pas 
fonctions l'une de l'autre. Ces relations ne sont, en général, satis- 
faites que pour les points de la surface; mais, dans le cas actuel, 
ce seront des identités, puisque le premier membre de chacune 
d'elles est un polynôme de degré inférieur à 4- On a donc l'iden- 
tité 

OiC oy oz 

quels que soient a:, y, s. Par suite, on a cette autre identité en x, 
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i4o 
y> s 



dk dB dG 



Reportons-noHS maintenant aux conditions, mises sons forme 
homogène, pour que la surface ait une intégrale de première 
espèce. On a 



dG\ 
' àsj' 



on aura par conséquent Sj ^ o; mais 0^ est en définitive un quel- 
conque des polynômes 9, et nous arrivons ainsi à cette conclusion 
absurde 



L'hypotlièse faite était donc inadmissible : une surface du qua- 
trième degré ne peut avoir deux intégrales de première 
espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. 

17. La même conclusion va s'étendre à une classe très étendue 
de surfaces du cinquième degré. Considérons une surface du cin- 
qiiième degré ayant deux intégrales de seconde espèce qui ne sont 
pas foncùoDS l'une de i'aiitre. 

On aura, d'après ce qui a été dit précédemment, 

( AB,-BA,= Q/^ + v/(a.,7,^), 

(t) BC, - GB, = Q/i+ X/(3:.7,^). 

( CA,-AG,= Q/;+[./(^,j,2), 

Q étant un polynôme du premier degré, et X, [à, v représentant 
trois constantes. De ces trois identités, en tenant compte des 
identités fondamentales 



"f^ 



àf „ df / dk àB dC \ ,, 

. àf n V /l'Ai i)B, (JC,\ „, 
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on déduÎL 

Les constantes X, y., v sont reliées 1res simplement au polynôme 
Q. Posons, comme nous devons le faire, 

G==^(^,y,s)+N(^,j,^), Ci=s?,{:<.,r,ï)+N,{^,j,ï), 
et admettons d'abord que ç et (pi ne soient pas identiquement 
nuls : soit a =?£ o. Dans la première des équations (2), en posant 
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La même conclusion subsiste si <f et cp, sont identiquement nuls. 
Considérons, en effet, dans ce cas, les relations (i); les premiers 
membres seront du quatrième degré, et l'on aura, par suite, en 
désignant par '^(x,y, z) les termes homogènes du cinquième 
degré dans/, 

(l3:-\-my-i-nz)Y--h v^- = o, 

(Ix -\- my -t- nz)^'„-i- X* = o, 

(l:i! -t- my -h ns'jYy-h 11'^ = o; 
d'où l'on déduit 

et la conclusion subsiste. 

Noiis ponvons admettre, en faisant un changement d'axes, que 
Q se réduise à s. Les équations (i) se réduisent alors à 

(3) BC,-CBi = ^/;, 

! GAi ACi = 3/;. 
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et les éc[!ialions (2) deviennent 

\ dj; "^ dy ' as j ' 

\dx dy ds J 

Nous avons pour A, li, C et A,, B( , C, les expressions indi- 
rjuées plus haut. En les introduisant dans ces dernières équations. 



Si donc nous posons 



, àoc 


m 







!M = bt,z'^+btz + h^, 



où les a el b sont des polynômes en a: et j, de degré marqué pai 
l'indice, on aura 

^ __ 1 /àa, ^b,\ ^ I fâos àb^\ 
- ï['d^ '^ ~ôj ) ^ ^ 4{^ '^ -^ ) ^' 

et de même, en posant 

il viendra 

^'-^[r^ ^'àyj^ ^ A\.à^ '*' dy )^- 
Soit en outre 

où les c sont des poljnomes homogènes en x,y de degré marf|nt 
par l'indice. 

Ceci dit, la première des équations (3) donne 



(Sy 



Nous allons tirer de celle dernière équation la valeur de^à un 
terme près de la forme Cs' où C sera une constante, car elle ne 
peut être une fonction de x cX y, pi\isque/ doit être un poly- 
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norao du cinquième degré en x, y, a; y étant ainsi déterminé, 
on devra avoir, d'après les deux autres équations (^), 

Introduisons maintenant une nouvelle hjpollièse ; nous sup- 
posons que la surf ace possède une ligne double ne se rédui- 
sant pas à une seule droite. La ligne double sera alors nécessai- 
rement «ne conique située dans le plan s^o, car la surface 
Q =z o contient la ligne doiible; on ne peut avoir comme ligne 
double de la surface deux droites ne se rencontrant pas, car alors 
la surface serait unicursale. 

Les surfaces A = o, A, = o, B ^ o, B, ^ o doivent passer par 
celle conique, et nous pouvons mettre ses équations sous la 
forme 

si elle est indécomposable; on ferait uq calcul analogue à celui 
que nous allons faire pour le cas où elle serait décomposable. 
Les polynômes 

doivent être divisibles par x^ '\- y^ -\- \\ soit donc 

les a, p, y étant des constantes; on peut tirer de ces identités a^,, 
tj, Ct et (ïj, ôjj, c'„. 

Dans fi^x, y, s) le terme indépendant de z sera 

- \ [{c,x 4- a,){o-^y + b', ) -icy + b,)ic', ,r + a\ )j 



5) _^(*^+_^^+,)^[^(^ï'-A')^7(P''-P'^)+Pï'- 
Clierchons d'autre part le terme indépendant de z dai 
BGi-CBi 
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ce sera 

ou, en remplaçant les û;,, b-i, c^ par leurs valeurs tirées des iden- 
tités (4). 

Cette expression doit être la dérivée par rapport à jp de l'expres- 
sion (5); or, cela n'est possible que si 

„'y_ ,y = ,p'-- a' p = p'y - r p = o. 

Dans ces conditions, l'expression (5) est nulle, et il en résulte 
que/(x,^, s) serait divisible par 2 et la surface serait, par suite, 
décomposable. Donc une surface de cinquième degré avec une 
conique double ne peut avoir deux intégrales de première 
espèce, qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Nous 
étendrons plus tard celte proposition à loiiles les surfaces du 
cinquième degré de genre un, quand nous aurons défini le genre 
d'une surface algébrique. 
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CHAPITRE VI. 

DES INTÉGRALES DE DlFf ÉUENTIELLES TOTALES 

DE SECONDE ESPÈCE ET DE TROISIÈME ESPÈCE (')■ 



I. — Généralités. Tliéorème fondamental sur le nombre 
des iatégrales de seconde espèce. 

■1 . Après l'étude des intégrales de première espèce, nous abor- 
dons l'étude des intégrales de seconde espèce. Nous dirons qu'une 
intégrale 

(0 



Jvdcc^-qdy [/{cc,y,z)^-o\ 



est une intégrale de seconde espèce, quand les conditions sui- 
vantes seront vérifiées. Prenons, comme nous l'avons fait pour 
les Intégrales de première espèce, \va point arbitraire [xQ,yi,, 3o), 
et envisageons toutes les courbes passant par (:^b,^0) -s») sur la 
surface, et susceptibles d'être représentées, dans le voisinage du 
point, par les équations 

{■2.) a; = a^„-pX(0, J-J'c+p-CO, z^z,-.-;{i), 

X, [jL, V étant holomorphes dans le voisinage de i ^i: o et s'annulant 
pour t^o. On substitue ces valeurs dans l'expression (t), et l'on 
a une intégrale 

(3) fp{l)dl, 

F(() étant méromorplie autour de C = o; le point ;:^ o ne devra 



(') E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales de seconde espèce 
{Journal de Mathématiques, i886 ) ; Mémoire sur tes fonctions algébriques de 
deux variables indépendantes ( ibid., 1889 ) ; Sur la théorie des surfaces algé- 
briques au point de vue de la Géométrie de situation et sur les intégrales de 
différentielles totales (Comptes rendus, i5 mars 1897). 
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[33S être uTï point singulier logarithmique pour cette dernière inté- 
grale. Si cette condition est remplie pour tous les points de la 
surface, et pour toutes les coiirbes de la nature indiquée sur la 
surface, nous dirons que l'intégrale est une intégrale de seconde 
espèce. 

Si l'intégrale (i) est de seconde espèce, l'intégrale prise le 
long de tout cycle susceptible de se réduire à un cycle nul, est 
égale à ^ero/onsiippose, hien entendu, que l'élément différentiel 
reste fini pour tout point du cy-cle considéré, La proposition est 
évidente pour un cjcle très petit dans le voisinage d'un point 
simple de la surface y, car on pourra ramener le cycle à être plan 
lout en restant infiniment petit, et l'on aura alors un cycle infini- 
ment petit sur une section plane de la surface; comme rinlégrale(i) 
sera nécessairement alors une intégrale abélienne de seconde 
espèce pour cette section, l'intégrale cherchée sera certainement 
nulle. Pour démontrer le théorème dans toute sa généralité, il 
suffit de se reporter à la surface S sans singularités, à laquelle 
nous avons fait correspondre la surface donnée y dans un espace 
à cinq dimensions. Pour tout cycle infiniment petit sur la surface S, 
l'inlégrale sera nulle; on peut, en effet, faire correspondre à un 
point A de la surface S un point simple d'une certaine STirface S 
dans im espace à trois dimensions, et nous sommes ramenés au cas 
qui vient d'être examiné. Si nous considérons alors sur S un cycle 
arbitraire susceptible de se ramener à zéro par une déformation 
continue, il pourra arriver, pendant cette déformation, que le cycle 
rencontre des points de S pour lesquels l'intégrale devienne 
infinie, maïs l'intégrale ne change pas de valeur quand le cycle a 
traversé un tel point, car la différence de ces deux valeurs est 
égale à la valeur de l'intégrale le long d'un cycle infiniment petit, 
et, par conséquent, à zéro, d'après ce qui précède; le théorème 
est donc démontré, 

La propriété qui vient d'être établie est caractéristique des 
intégrales de seconde espèce, et l'on peut la prendre comme 
définition de ces intégrales. Montrons que ces deux définitions sont 
équivalentes. Nous supposons donc l'intégrale telle que sa valeur 
soit nulle pour tout cycle susceptible de se ramener à un cycle 
nul. Si nous prenons d'abord un point simple de la surface 
(•^c^'oi 2o), on voit immédiatement que, x, y, s étant exprimés 
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par ies formules (2), l'intégrale (3) n'aura pas le point i = o 
comme point singulier logarithmique, car, dans le cas contraire, à 
une courbe infiniment petite autour du point t ^ o, dans le plan 
de la variable t, correspondrait sur la surface un cycle infiniment 
petit autour du poinl simple ^ojJKoi -^a? cycle susceptible, par 
conséquent, de se réduire à zéro, et pour lequel l'intégrale ne 
serait pas nulle. La démonstration sera la même si (x^, yo, s») est 
un point multiple quelconque de la surface/; il suffit de recourir 
à la surface S. Les coordonnées des points de cette surface s'ex- 
priment rationnellemenl en fonction des coordonnées ce, y, z d'un 
point de/; en substituant dans ces expressions ies valeurs (2), 
les coordonnées d'un point de S deviennent des fonctions de t 
ayant une limite déterminée quand t tend vers zéro, et l'on a ainsi 
sur S un point limite A. Pour l'intégrale (3), le point i= o ne 
peut être un point singulier logaritKmique, car aulremeni, un 
cycle infiniment petit correspondrait sur la surface à une petite 
courbe décrite autour de ( ^ o, et à ce cycle infiniment petit cor- 
respondrait une valeur de l'intégrale difiPérente de zéro. Mais ce 
cycle infiniment petit peut se réduire à zéro, puisqu'il lui corres- 
pond, sur la surface S, une courbe infiniment voisine du point A; 
il y aurait donc contradiction. 

2. En se bornant aux singularités ordinaires de la surface, c'est- 
à-dire à des courbes doubles avec points triples, on peut définir 
plus rapidement les intégrales de seconde espèce. Dans une inté- 
grale de différentielle totale, il peut y avoir des courbes le long 
desquelles l'intégrale devienne infinie. Soit C une de ces courbes 
et supposons qu'elle soit une courbe simple de la surface; je 
prends alors un cycle infiniment petit entourant cette courbe en 
un point arbitraire (on peut, par exemple, donner à y une valeur 
fixe et considérer dans le plan de la variable x un contour infini- 
ment petit autour d'un poinl de la courbe C, répondant à la valeur 
prise pour j'); si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, nous 
dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale de 
seconde espèce ne possède que des courbes polaires. 

Il a été supposé que la courbe G était une courbe simple de la 
surface. Le cas où elle serait une courbe double de la surface ne 
donne lieu à aucune difficulté; on peut de a même manière con- 
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sidérer un cycle infiniment petit entourantla courbe flouble dans 
le voisinage d'un de ses points. Un tel cycle doit donner une inté- 
grale nulle. 

On peut encore dire c|ue l'inlégrale de diEFérenlielle totale con- 
sidérée est une intégrale de seconde espèce, au sens liabiluel de la 
théorie des courbes algébriques pour une section plane quelconque 
de la surface. 

Si l'inlégrale le long d'im contotir infiniment petit, réductible 
à un cycle nul analogue à celui dont nous venons de parler, n'est 
pas nulle, celle courbe G sera dite une courbe logarithmique, et 
l'intégrale sera de troisième espèce. 

3. La première proposition, concernant les intégrales de diffé- 
rentielles totales de seconde espèce, consiste en ce qu'en générai 
ces intégrales se réduisent à des fonctions rationnelles de x, 
y et s. 

Soient, en effet, une surface pour laquelle p,^ j, et une inté- 
grale de seconde espèce 



c 



Fdx^qdj'. 



Celte intégrale n'aura qu'une seule valeur en un point arbi- 
traire (x^ y, s) de la surl'ace. En effet, tout cycle qui se ramène à un 
cycle nul donne, par hypothèse, la valeur zéro pour l'intégrale, 
et, comme il n'y a pas de cycle linéaire effectif, toutes les pé- 
riodes de l'intégrale sont nulles, et elle se réduit par suite à une 
fonction rationnelle de x, y et s. 

Nous devons alors nous poser la question suivante : Comment 
pourra-t-on reconnaître si une surface algébrique possède des 
intégrales de seconde espèce qui ne soient pas des fonctions 
rationnelles de x,y et z, et comment pourra-t-on obtenir ces 
intégrales? 

Nous dirons que des intégrales de seconde espèce sont distinctes 
quand aucune combinaison linéaire de ces intégrales ne se réduit 
à une fonction rationnelle de :r, y et s. 

-t. Avanl de traiter ce problème, revenons aux considérations 
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développées dans le Ciiapûre IV, relativement au nombre jO|. 
Nous avons I.rouvé une intégraie 



C\\dx-\' ?,dy. 



Il résulte immédiatement des propriétés établies que cette inté- 
grale ne pourra avoir de courbes logarithmiques. Il est tout 
d'abord impossible que l'on ait une courbe logarithmique C qui 
ne soit pas de la forme : soit a; = const. , soit y = const. 

En effet, l'intégrale 

relative à la courbe f\x,y, 3) ^ o aurait alors un 00 plusieurs 
points singuliers logarithmiques aux points de rencontre de la 
courbe C avec le plan y =iy. 

D'autre part, il n'y a pas de courbe logarithmique de la naUire 
indiquée plus haut, soit par exemple 

car l'intégrale 



relative à ia courbe f\x,y, s)^ o, aurait, pour^ arbitraire, les 
points correspondant h.x^=^. comme points singuliers logarith- 
miques, ce qui est contraire au fait que, pour^ arbitraire, l'inté- 
grale précédente est de seconde espèce. Enfin, pour ce qui con- 
cerne les points à l'infini, la section de la surface par le plan de 
l'infini ne peut non plus être une courbe logarithmique, car la 
période logarithmique correspondante est égale à une période 
logarithmique pour le point à l'infini dans une section y ^ const., 
c'est-à-dire à zéro. 

H résulte de là que l'intégrale 

(4) fl\dx-h&dy 

est une intégrale de seconde espèce, et, de là, nous allons con- 
clure le théorème suivant déjà énoncé par avance à la fin du 
Chapitre IV- 
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Une surface, dont la connexion linéaire est />, , possède 



intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce. 

La démonstration est immédiate. Nous savons (Chapitre IV) 
qu'on peut prendre arbitrairement les r^^p, — i périodes de 
l'intégrale (4)- Considérons une intégrale quelconque J de seconde 
espèce. Elle aura p, — i périodes (dont qnelques-unes pourront 
être nulles); formons alors l'intégrale (4) avant ces périodes et 
dc.'ii gnons-la par 1. La différence 



sera une intégrale de seconde 
sera par suite une fonction rat 
est donc établi. 



spcce n ayant pa 
innelle de a;, y e 



i de période; ce 
3. Le théorème 



II, — Kecherclie des intégrales de seconde espèce, 

3. Nous arrivons maintenant à la recherchu des intégrales de 
seconde espèce. Nous pouvons, en un certain sens, regarder ce 
problème comme déjà résolu; une solution, du moins, se déduit 
immédiatement des considérations développées dans la 3^ Section 
du Chapitre IV et dans la première Section du présent Chapitre. 
Si, en effet, on a formé l'équation difiéreniielle désignée par E, et 
si, ayant obtenu son groupe, on a formé le système des équations 
(tî), on pourra obtenir les r intégrales distinctes de seconde 
espèce. Mais ce procédé, très bon pour établir les théorèmes 
généraux, est plutôt théorique, et des considérations différentes 
vont nous conduire à des calculs pratiques d'une nature tout élé- 
mentaire. Commençons par considérer une surface dont l'équa- 
tion est de la forme 

f(x, y) étant un polynôme, et soit l'intégrale 



/■ 



Pd^-^q dy 
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forme ^ laquelle petit se ramener toute intégrale de seconde 
espèce après suppression d'une fonction rationnelle de x,y et z. 
Les P, Q, M sont des polynômes en x et y, et l'on a la condition 
d'inlégrabilité 

«■(^|-q|)-»/'-^)["(|-£)-qS-"]^ 

en général M.{x, y) sera le produit d'un certain nombre de facteurs 

les polynômes A, B, ..., L étant irréductibles, et aucun d'eu\, 
comme on peut le supposer en faisant préalablement sur x cly 
une substitution linéaire, n'est divisible par y. 
Soit d'abord le cas le plus simple o(i 

la condition d'intégrabilité s'écrira 

Supposons que k{œ,y) soit premier avec f{x,y); on voil alors 
que 

^ox ùy 

est divisible par A{a^, y). 

Ceci posé, considérons l'intégrale 

r y(x,y)dx 

J A^Z/X^, y) ' 

en regardant^ comme un paramètre. On peut, comme il est bien 
connu, retrancbcr de 

aV/(«,j-) 

une expression de la forme 

\ élant un po]|ynome en œ, telle qne la dilTcrcnee ne contienne 
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plus A au dénominateur qu'à la puissance a — i . Le poljpomc À 
dex aura ses coefficienLs qui seront des fractions rationnelles de y; 
nous pourrons l'écrire sous la forme 

'i.(x,y) étant un polynôme en x ely. Ou aura alors nécessaii'c- 
menl 

|a(^,^) étant un polynôme, et, comme Q- P -^ est divisible 

par A, il en résultera une identité de la forme 

Q+(.^.) '"-^' ^/(:»,r)= '"'r'-^' A(»,J-) 



Retranchons maintenant de 



la dillei-entielle totale 



P d.v -4- Q rf>- 



r ),(^.^)/A:^.y) ]. 



Nous avons ainsi diminué d'une unité le degré de A, et introduit 
seulement au dénominateur le polynôme ^{y)- Nous pourrons 
évidemment continuer ainsi jusqu'à ce que nous arrivions à une 
différentielle totale de la forme 

Pa-i da: + Qa-, d> 

Puisque l'intégrale est de seconde espèce, il est nécessaire que 
Pa_) et Qa_i soient divisibles par A(x, y), car cette différentielle 
nous conduirait, dans le cas contraire, à ime intégrale de troisième 
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espèce. Nous avons donc une intégrale de la forme 

après avoir extrait de l'intégrale initiale une partie rationnelle en 
x^y, \/f{x^y); P et Q sont des polynômes en x et/, et^(/} est 
un polynôme dépendant seulement dey. 

La conclusion à laquelle nous venons d'arriver est entièrement 
générale; elle subsiste, comme on le voit aisément, si M a plusieurs 
facteurs irréductibles, et aussi si f{x^y) n'est pas premier avec 
les facteurs A; dans ce cas, la réduction se fait encore plus faci- 
lement, comme on le sait, d'après la théorie élémentaire des inté- 
grales hjpereiliptiques. 

6. Il suffit donc de partir d'une intégrale de différentielle totale 
de la forme (5), puisque toute intégrale de seconde espèce s'y 
ramène, comme on vient de le voir, a])rès soustraction d'une 
fonction rationnelle èe x,y, \//{a:,x)- En regardant j)' comme un 
paramètre, arrêtons-nous d'abord sur l'intégrale 



ySy)^A->^,/' 



On sait qu'en retranchant de cette intégrale la dérivée d'une 
expression de la forme 

on peut ramener le degré de P à être m — 2, si m est le degré 
de/. Les coefficients de Pi(j!) dépendront nécessairement de y, 
et ce seront évidemment des fractions rationnelles de y, dont te 
dénominateur sera y_(/). Ecrivons donc cette expression sous la 
forme 

'fSy) 

oii P) (a.', y') est un polynôme. Considérons alors la différence 
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Elle aura la forme, où nous gardons los mêmes nolalions, 
y dx -\- Q dy 

avec la circonstance capitale que V'i^x.y) est, nu plus, du 
degré m — -i en x. 

La condition d'intégrabilité 

x'^)(^|-Q£)-'/".r.[x(..(i:;-S)-g] 

montre de suite que Q(^, JK) sera, pRr rapport à x, de degré 
m — I au plus. 

Nous avons donc une intégrale où les degrés par rapport à x 
sont limités. Ecrivons cette intégrale sous la forme 
Ç Vdx + Q_dy 



les a et 6 étant des fractions rationnelles de_^. Telle est la forme 
à laquelle peut se ramener toute intégrale de seconde espèce, 
après soustraction d'une fonction rationnelle convenable de x.,y, 

7. IVenoTts maintenant la condition d'intégrabilité 

(6) ''?-Q?-'-/("'.r)('?-12), 

Oy ^ dx ■' ^ V'^J' ^^ / 

Les deux membres de l'identité (6) vont être des polynômes 
en X de degré 2m — 2. Nous aurons à égaler im — i coefficients 
â zéro, et dans ces 2 ni ^ — 1 équations figureront les 2 ;n — i fonc- 
tions àQ y 

Nous formons donc un système d'équations différentielles 
linéaires auxquelles doivent satisfaire les fonctions a et b. Si la 
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surface z^^ /(a:, y) admet d'autres intégrales de seconde espèce 
que des fonctions ralionneUes de x, y et z, il sera nécessaire 
que ce système admette pour les a et b des solutions ration- 
nelles. 

8. Pour faire la discussion, supposons m impair et égal à 
ip + i. En égalant d'abord à zéro dans l'identité (6) les coeffi- 



noiis obtenons m identités qui nous pcrmcUent d'exprimer de 
proche en proche 

à l'aide des a et de leurs dérivées premières. Portant ces valeurs 
dans les (m — i) autres identités que nous avons encore à écrire, 
et qui sont fournies par la considération des cocfiicients de a^"""^, 
x"'~^, ..., x", noTis obtiendrons m — i équations linéaires et 
homogènes entre 

les coefficients dans ces équations étant évidemment des poly- 
nômes en y. Nous trouvons donc un système de m — i équations 
linéaires du premier ordre auxquelles doivent satisfaire \es m — i 
fonctions rationnelles «o, a,, ..., «m-s- JVous sommes donc 
ramenés tout d'abord à reconnaître si ce système admet des 
intégrales rationnelles ; c'est là un problème que l'on sait ré- 
soudre. 

9. Ij:s considérations précédentes ne nous donnent pas en 
réalité des résultats distincts de ceux auxquels nous avons été 
conduits au Chapitre IV (Section III). En nous plaçant an même 
point de vue qu'à cet endroit, nous devons envisager l'intégrale 

r (CT|)a^"'-"-+<t;a^'"-'-t-...-HT,„ - 2)ife ^ 

relative à la courbe s- ^/(^,_^), où ^ est un paramètre arbitraire, 
les a étant des fonctions pour te moment arbitraire de _/. Cette 
intégrale est de seconde espèce pour y arbitraire, et elle a zp pé- 



y Google 



riodcs qui dcpciidenL de y. Chercîioas à délerminer les o-p for 



do tcilfl manière que ces périodes soient indépendantes de ^ et 
soient égales à des constantes 



pour les cycles C), Cj. . . ., C3;,. 
En désignant par 

les périodes de 

J 'TK^Tf)' 

correspondant à 2/) cjcles C, on aura les a/j équations 



De ces équations, on peut tirer les a, et l'on aura 

«-=PiQl,(+PsQ2,i-i-...-P=;,Qw 

les Q étant des fonctions de^. Il esl clair que les a ainsi obtenus 
satisfont à un système d'équations linéaires du premier ordre, et 
nous allons voir facilement que ce système n'est autre que celui 
qui a été formé il y a un instant. 

Supposons, en effet, que les a soient des fonctions de y (ration- 
nelles ou non), telles que les périodes de l'intégrale 



e toi 



ne dépendent pas de y ; montrons qu'on peut former 
grale de différentielle totale 



S étant rationnelle en x et \/f{^,y), tandis que _^ figure d'une 
manière quelconque. Il suffit de reprendre, dans ce cas parlicu- 
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lier, l'analyse générale du ii" 24, Cliap. IV. On doit avoir 

■SS _ dR 
Nous prenons alors 

en posant /a^/(jCa,y), et x» désignant un nombre fixe arbi- 
traire. On aura pour S ainsi formé une fonction rationnelle de x 
et \//(^, y). On voit de suite que cette fonction rationnelle ne 
peut devenir infinie que pour les valeurs de x ely annulant y(^,jK)i 
et, en outre, y étant arbitraire, elle est pour a; très grand, d'ordre 

I ; par conséquent S est nécessairement de la forme 



//■(^, y) 

les b ne dépendant que dey. 

ïl résulte de là que les relations différentielles trouvées au n" 8 
donnent, pour les coefficients a, les mêmes valeurs que les équa- 
tions (I), Il J a donc, au fond, identité entre la recherche que 
nous venons d'effectuer et celle que nous avions faite précédem^ 
ment, mais nous avons ici le grand avantage d'avoir un pro- 
blème beaucoup plus facile à traiter. Des calculs immédiats et 
tout élémentaires nous permettent de former le système d'équa- 
tions différentielles linéaires donnant les quantités a, et nous 
avons à chercher les intégrales rationnelles de ce système d'é- 
qualions, problème facile à résoudre. On remarquera que, si les 
équations (1) donnent pour «„, . ■ ■ , «m-a des fonctions ration- 
nelles de^, les constantes P satisfont nécessairement aux équa- 

(tt) \>!^ >n[P>^ miP,^. . .^ m',,.-p,i, ((=1,-2, ,.., 'ip), 

ces équations correspondant à la substitution qui transforme lo,, 
Wî, .... (Djp quand j' décrit un chemin fermé dans son plan. 
Ce système des équations («) n'est d'ailleurs autre chose que 
celui qui a été considéré an n" 22 du Chapitre TV. 
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10. Nous devons malnLenanl nous demander, dans le cas où 
l'on pourra délerminer rationnellement les a et les 6, si l'intégrale 
ainsi obtenue est de seconde espèce, Les valeurs de^, correspon- 
dant aux racines multiples de l'équation en x 

sont les quantités doaignées au Chapitre IV par b; et désignons 
encore par a les racines multiples. Nous avons à reprendre la 
discussion du n" 23 du Chapitre IV; mais nous sommes ici dan: 
un cas plus compliqué, car les points (a, o) pourront être de: 
points dotihles d'un degré arbitraire de complication pour l; 
courbe 

Il faut d'abord montrer quR l'intégrale 

est une intégrale de seconde espèce pour ia courbe 2" ^/{x',^), 
quand x a une valeur arbitraire. On y parvient en suivant abso- 
lument la même voie qu'au numéro indiqué et il résultera de là 
que l'intégrale 

f R du: -i' S dj 

n'a pas de courbe logarithmique passant par le point (a, è, o). 
Si ce point est un point simple de la surface, comme il l'était à 
l'endroit cité, il n'y a aucune difficulté, car tout cycle infiniment 
petit autour du point (a, 6, o) se ramène alors à un cycle infini- 
ment petit dans un plan quelconque très voisin de ce point et 
donne, par suite, une valeur nulle pour l'intégrale. Si le point 
(a, b, o) est un point double, c'est un point double isolé de la 
surface, et il serait peut-être possible qu'un cycle infiniment 
petit autour de ce point fut réductible à un cycle nui et donnât une 
valeur de l'intégrale différente de zéro. 

Pour décider s'il en est ainsi, il faudra avoir recours à la réduc- 
tion du point singulier isolé. On se rappelle qu'on peut faire 
correspondre à ce point une ou plusieurs courbes d'une surface 
sans singularités dans l'espace à cinq dimensions. Celte réduction 
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faite, on verra immédiatement si ces courbes sont des courbes lo- 
garithmiques pour l'intégrale, auquel cas correspondrait alors, 
dans le voisinage du point double considéré de la surface 

^■=/(».j-), 

un cycle infiniment petit, se réduisant à un cycle nul, et pour 
lequel l'intégrale aurait une valeur différente de zéro. En écrivant 
que cette valeur est nulle, on pourra avoir de nouvelles relations 
entre les P, qui viendront s'ajouter anx équations (tv). Ces rela- 
tions seront nécessairement aussi à coefficients entiers, puisque 
tout cycle pouvant se ramener à un cycle dans un plan_)' = const., 
la période correspondante s'exprime à l'aide des P. On aura fina- 
lement, en opérant sur les différents points singuliers y compris 
ceux qui sont à l'infini, un ensemble de relations entre les P per- 
mettant de prendre un certain nombre d'entre eux arbitrairement, 
et l'on aura de cette manière le nombre des intégrales de seconde 
espèce linéairement Indépendantes. Nous pouvons donc consi- 
dérer que la recherche des intégrales distinctes de seconde espèce 
est complètement effectuée pour les surfaces dont l'équation est 
de la forme ^"^ ^^f{^x,y). 

H. Nous allons suivre une marche toute semblable pour ob- 
tenir le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d'une 
surface dont l'équation est de forme quelconque 

nous pouvons ici supposer que la surface n'a que des singularités 
ordinaires. Nous devons faire d'abord une digression relative 
aux intégrales de seconde espèce d'une courbe algébrique. Pre- 
nons donc la courbe de degré m 

f{x,y) = o. 

que nous supposons n'avoir que des points doubles à tangentes 
distinctes, les axes occupant d'ailleurs «ne position arbitraire. 
On ramène immédiatement les intégrales abélicnnes relatives à 
cette courbe aux deux types 
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On n'approfondit gccéraleinent pas davantage cette réduction. 
M. Picard a montré dans le Tome I de son Traité d'Analyse, 
p. 5o, que, par une soustraction convenable, les intégrales du 
premier tvpe se ramènent au cas oh le poljiiome P est au plus de 
degré 2 m — 4 i ^^ même pour le second Ijpe, on peut le ramener 
de proche en proche au cas où l'entier a est égal à Tunité, 

Allons maintenant plus loin en supposant que l'intégrale est 
de seconde espèce, et voyons ce que l'on peut dire des intégrales 

du type 

Cq(.r .y)d^ 

Différents cas sont à distinguer suivant que la droite x = « 
rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou 
bien passe par un point double. Dans le premier cas, le polj'nome 
Q devra évidemment s'annuler pour les m points de rencontre 
dea: = o avec la courbe, sinon chacun de ces points donnerait 
un infini logarithmique; il en résulte que le quotient 



peut se mettre sous la forme d'un poljnome en x et jr, et nous 
sommes ramenés au premier type. 

Supposons ensuite que x = a soit tangente à la courbe au 
point y ^=b.ïl faudra, en appelant i»,, ..., ^m-a les m — 2 autres 
points de rencontre de x =^n avec la courbe que Q(a;,^) s'an- 
nule pour ces m — -2 points; considérons l'expression 

\[x, y) s^mnulaiii pour x ^ a, y ^ b^, ù,, ■-■, b^-^ et suppo- 
sons de plus que ).(«, b) =^ o. Si nous représentons par 



le développement de y dans le voisinage du point («, b), nous 
aurons le terme 

dl 

i. 
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comme lerme cle> 

l'intégrale 

r Q(T. y),lx 

qui n'a [jas par hypothèse le poinl (a, b) comme poi 
logarithmique, nous aurons comme seul terme dcvem 
terme en 



Nous pouvons choisir -^ de maaière que les termes devenant 
infinis soient identiques dans l'intégrale et dans le quotient con- 
sidéré; on peut évidemment choisir le polynôme ^.{Xsy) de ma- 
nière à satisfaire à ces conditions. La différence 

J {x~a)fy x~a 

restera alors finie pour x -— a, et elle sera, par suite, de la forme 



/ 






SI 



]?{x,y) étant un polynôme. 

Il reste à examiner ie cas où la droite x = a passe par un point 
double («, b). Désignons encore par è) , b^, ■■■, bm-i les ordon- 
nées des autres points de rencontre de ^ = a avec la courbe, et 

prenons l'intégrale 

où Q(3:,_)') s'annule toujours pour («, 6|),..(«, 6^-2)- 

Nous allons cette fois retrancher une expression de la forme 

M^, .7) 

Choisissons d'abord X de telle sorte que ce quotient reste fini 
pour [a, b,), . . ., (ci, b,„_2); pour le point (a, i), nous aurons 
deux développements correspondant à l'une et l'autre branches et 
soit 
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Si les deux développements dey sont 

7 — b = Hi(3^ — ") + ■•., 

les développements de - — ^^ï5 auront respcctiv* 

terme devenant infini 

d\ A ^ A 

da '^' ùb da ~^ àb 



On déterminera donc t- et — de manière que ces termes soient 
égaux à cens qui deviennent infinis dans l'intégrale. Le polynôme 
î,(^,_^) ayant été choisi de façon à satisfaire aux diverses condi- 
tions qui précèdent, la différence 

J (^-«)/; (^-«)^ 

restera finie pour x^ a, et elle se réduira à une intégrale de la 
forme 

f'y ' 



f~ 



où Pest un polynôme. 

Il résulte de là que nous avons ramené toutes les intégrales 
de seconde espèce, par une soustraction convenable d'une 
fonction rationnelle de x ety, à la forme 



(h) 



J ff 






oà P(a:,y) est un polynôme en x et y de degré 2m — 4- 

D'après la façon dont nous avons opéré, il pourrait sembler 
que dans cette réduction nous introduisons des irrationalités par 
rapport aux coefficients de réquation/(3:, y) = o. En réalité, il 
n'en est rien, car, sans résolution d'équations de degré supérieur 
à un, nous pouvons ramener les intégrales de second type au 
Ijpc 

J X«/,' ' 
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OÙ X(^) est un polynôme en x n'ayant que des facteurs simples, 
et la réduction peut se faire aiix. intégrales du premier type sans 
avoir à résoudre l'équation X ^ o. 

Comptons les coefficients restant arbitraires dans l'intégrale (A). 
La courbe P =; o doit passer par les d points doubles; dans 
P(a;, y^ figurent alors 



coefficients, mais nous pouvons retrancher de l'intégrale (/t) le 
polynôme arbitraire l-i^x, y) de degré m — 2, qui peut s'écrire 

dl ^ _ A 4/ 
C 03! ày dy àx , 

et qui contient alors au numérateur— — — i paramètres arbi- 
traires. Le numérateur de l'intégrale ne renfermera plus alors 



p 



paramètres, et l'on peut encore réduire ce nombre, car le numé- 
rateur ne changera pas si l'on en retranche le produit 

où T., est un polynôme de degré m — 4i ce qui dimiouc encore le 
nombre précédemment trouvé de 



En définitive, le nombre des paramètres restants 



Si, d'autre part, nous voulons que l'intégrale soit de seconde 
espèce, nous aurons à écrire que ie point co n'est pas un point cri- 
tique logarithmique, ce qui donne m — i conditions. Il reste 
donc, en résumé, un nombre de coefficients arbitraires égal à 
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En prenant arbitrairement ip intégraies de la forme indiquée, 
on est assuré d'avoir un sjslème de 2/» iniégrales de seconde 
espèce linéairement indépendantes. 

•Jâ. Après cette digression, revenons aux intégrales de diffé- 
rentielles totales de seconde espèce relatives à une surface 
f[x, y^ z) ^o. Il résulte du paragraphe précédent que nous 
pouvons, pour la courLe entre a; et s 

/(«,r,-) = o, 

trouver -ip intégrales distinctes de seconde espèce 

où les Q sont des polynômes en ^, y et s. Reportons-nous alors 
au n° 23 du Chapitre IV. 

Nous avons cherché à déterminer les fonctions rationnelles 
a^, ..., ttipàe y, Ae manière que les périodes de l'intégrale 



r- 



^^^^tP^- 



ne dépendent pas de^. En désignant par R le coefficient de dû: 
sous le signe d'intégration, nous avons vu que si la détermination 
indiquée des a est possible, il y aura pour la surface une intégrale 



correspo 



ndante 



/ 



Vidx ^^^ dy 



de seconde espèce dans laquelle on peut prendre, poi 
expression de la forme 



p[ 2XT'"'''-^'''''4 



Or on peut trouver la forme de S considérée comme fonction 
de a: et z. Une telle e^tpression ne peut devenir infinie que pour 
les points (s, x) satisfaisant à la relation f^ == o. D'autre part R 
est, pour X très grand, inlîni d'ordre m ^3; par suite S sera, 
dans ces conditions, infini d'ordre m — a. Donc S est nécessai- 
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rement de la forme 

7^' 

U étant nn polynôme en ;c et ^ de degré am — 3. On peut d'ail- 
leurs donner à un polynôme en:ï;et 3 de degré 2m — 3 différentes 
formes quand a: et s vérifient une relation algébrique entre a: et s, 
relation qui est ici /{x, y, z) = o. On peut évidemment suppo- 
ser que 2 entre seulement au degré m — i , et prendre alors pour 
U une expression telle que 



ç), étant nn polynôme en x de degré au plus égal à m+ ' — a, les 
coefficients de ces polynômes étant des fonctions âey que nous 
désignerons par f). Nous sommes assurés, en reprenant les raison- 
nements du n" 23, Cliap. IV, que si les a sont des fonctions dey 
(rationnelles ou non) satisfaisant aux équations 

(Tt) atcùl^ a,!,>l-+- . . .^ aii,,>>lP = Pa (^^ = 'i ^^ ■■■- ^/i), 

les P étant des constantes arbitraires, on pourra adjoindre à R 
une expression S dépendant de x, y. z et rationnelle en x et j, 



et telle qU' 



Kdœ-^-Sdy 



soit une différentielle totale exacte. Or prenons pour S une ex- 
pression de la forme y;) les coefficients h des puissances de a: 
dans les polynômes tp étant des fonctions indéterminées de^, et 
écrivons la condition d'intégrabilîté pour la différentielle précé- 
dente. Nous obtiendrons ainsi un système d'équations différen- 
tielles du premier ordre entre les fonctions a et les fonctions b 
de y. Sans qu'il soit nécessaire de faire aucune discussion, nous 
sommes assurés que l'on pourra, entre les équations de ce sys- 
tème, éliminer les fonctions b, de manière à avoir un système de 
2/) équations linéaires du premier ordre à coefficients rationnels 
en y; nous savons, en effet, que les a sont déterminées par les 
équations (tî), où figurent seulement 2p constantes arbitraires et 
cela d'une manière linéaire. Nous sommes donc certains de pou- 
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Yoir, par des calculs clcmenlaircs, former nn système d'équalioiis 
linéaires L auquel satisfont les coefficients a. Il ne reste plus 
alors qu'à reconnaître si ce système d'équations admet des inté- 
grales rationnelles et, s'il en admet plusieurs, combien il en 
admet de linéairement indépendantes. 

Nous n'avons ici aucune discussion à faire pour les points sin- 
guliers, comme nous avons pu avoir à le faire au n" 10, car ly 
surface n'a ici que des singularités ordinaires. D'après les expli- 
cations données au n" 4 de ce Chapitre, le nombre des solutions 
rationnelles linéairement indépendantes du système L sera 
égal à p, — I, et l'on a ainsi ramené la recherche du nombre 
p, à la question de reconnaître si un système facile à former 
d'équations linéaires ordinaires à coefficients rationnels admet 
des intégrales rationnelles. Nous pouvons donc regarder comme 
résolue la question qui a fait l'objet de cette Section : trouver le 
nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d'une surface 
donnée. 



III. — Des intégrales de troisième espèce 

13, Une intégrale de différentielle totale, pour 
fix^y, a) = o, n'ayant que des singularités ordinairt 



/ 



P È& -I- Q i/X, 

où Pet Q sont rationnelles eu x, y, z, sera, comme nous l'avons dit 
au n" â, une intégrale de troisième espèce, quand elle aura une 
courbe logarithmique. Le long de certains contours infiniment 
petits, réductibles à un cycle nul, l'intégrale aura une valeur dif- 
férente de zéro. Nous appellerons période logarithmique une 
période provenant d'une courbe logarithmique. 

Si l'on a une surface, pour laquelle /)| := i, il est clair que 
l'intégrale ne peut avoir d'autres périodes que des périodes 
logarithmiques, car tout cycle se ramène par une déformation 
continue aux cycles infiniment petits qui ne peuvent donner que 
des périodes logarithmiques. Dans le cas où l'on a une surface 
correspondant à /j, >.i, on peut obtenir une intégrale de troisième 
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espèce ayanl, en dehors des périodes logarithmiques, /),— i 
périodes arbitrairement choisies; on peut, en effet, ajouter à une 
première intégrale de troisième espèce une intégrale de seconde 
espèce ayanip, — ■ i périodes arbitraires. 

Nous avons dit qu'à chaque courbe logarithmique correspond 
une période logarithmique. Supposons, comme il est permis, 
qu'une courbe logarithmique irréductible C ne soit pas située 
dans un conlinuiim^ = const. Si l'on considère l'intégrale 

relative à la courbe /(x, y„, z) -- o entre .-c et s, cette intégrale 
aura un certain nombre de points singuliers logarithmiques cor- 
respondant aux points de rencontre de la courbe C avec le plan 
y t^yo. Pour un quelconque de ces points, la période logarith- 
mique sera une constante nécessairement indépendante de yo\ 
• donc, à chaque courbe logarithmique correspond une période lo- 
garithmique. Or on sait que, dans une intégrale abélienne, la 
somme des périodes logarithmiques correspondant aux divers 
points singuliers logarithmiques est nulle; par suite, si une inté- 
grale différentielle totale a différentes courbes logarithmiques 
irréductibles 

C,, C,, ,.,, C). 
de degrés respectifs 

on aura nécessairement, en désignant par F,, F^, ..., Fj. les valeurs 
des périodes logarithmiques correspondantes 

miTi-i- intTî + ..-+ mxFx^ o. 

14. Cherchons, autant qu'il est possible, à faire la réduction 
d'une intégrale de troisième espèce. Bornons-nous aux équations 
de la forme 

z'-=f{x,y). 
Soit donc l'intégrale 

j M^jï^rj)' 

où nous avons 

M== A«BP...L'', 
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les fucteurs A. B, .... L éLant irréduclibles el premiers avec 
/{Xf y)- En faisant les mêmes réductions que dans le ca^ des in- 
tégrales de seconde espèce, nous sommes ramenés à 

r P rfa; -4- Q rfr 

j x(j')A.B...Lv/7(^;7)' 

On peut établir une proposition intéressante relative aux po- 
lynômes A, B, ..., L qui figurent au dénominateur. Laissant y 
constant, considérons ia période logarithmique de l'intégrale 



k 



Pda) 



X(j}A.B...Li//(^,7) 
relallve à un point x racine de A{x, y)--~ o; cette période sera 



,SB...W/(iT7) 

Cette expression devra être indépendante dey {x clanf. la fonc- 
tion àa y définie par A ^ o), soit /: sa valeur constante. On aura 

P=-RV(^,.r) = o 

( R étant le polynôme /•y-r-B...Lj pour tOTites les valeurs de .x 
ely satisfaisant à l'équation A(a:,^)^=o. Nous avons donc ia 
conclusion suivante ; La surface K{x, y) ^o coupe la surface 
proposée z^ ^=if{x, y) suivant les deux eourbes distinctes 

Ainsi ces polynômes A, .... L ne peuvent être pris arbitraire- 
meni. 

15. La condition nécessaire que nous venons de trouver relati- 
vement aux polynômes A, B, .,., L vient compliquer singulière- 
ment la discussion complète des intégrales de troisième espèce. 
Elle peut conduire à des résultats assez singuliers au premier 
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abord j comme celui que je vais indiquer. Prenons le eas simple de 

r P i:far -:- Q dy 
J \{^,^-)^fWy)' 

la condition d'intégraljililé sera 

On peut se donner arbitrairement A(.î^,_^), et l'on peut cer- 
tainement satisfaire à cette équation en prenant pour P et Q des 
polynômes en x el y : il suffira de prendre ces poljnomes d'un 
degré suffisamment élevé. Mais si A(x,y) ne remplit pas !a con- 
dition nécessaire qui vient d'être indiquée, c'est-à-dire si la sur- 
face 

ne conpc pas la surface 

suivant deux courbes distinctes, il ne sera pas possible que 
l'unique courbe d'intersection de ces deux surfaces donne une 
courbe logarithmique. Il faudra par conséquent nécessairement 
que P e( Q soient divisibles par A. 

La question inverse se pose alors d'elle-même : Comment doit 
être choisi A(x,y) pour que l'on puisse trouver des poljnomes 
P et Q satisfaisant à l'équation (3), et qui ne soient pas divisibles 
par A. 

Un cas simple est celui où l'on prendrait 

M et N étant deux polynômes, car il est évident alors que l'ex- 
pression 

"M + N/Â 
repond à la question, e'esl-à-dire peut se mettre sous la forme 

/ Pdce-^dy 

OÙ P et Q sont des polynômes; les deux courbes logarithmiques 
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sont les courbes d'inLcrsecûon de la surface A =^ o avec la surface 
s^ T=:f{x, y), courbes qui ont respectivement pour équations 

et 

16- La condition nécessaire trouvée pour A{a;,y) revient à 
dire que ce polynôme doit être un diviseur d'un polynôme de 
la forme 

en désignant par M et N des poljnomes premiers entre eux. Il est 
évident, en effet, que si A désigne un diviseur d'une expression 
de cette forme, la surface A^o coupe la surface z- ^f{^x,y) 
suivant les deux courbes distinctes 

A(.37, V_) — O, - — nz j^ ■ 

Si le polynôme A est de la forme 

on pourra de l'intégrale 

J A.B...L^/(XP) 
retrancher un terme logarithmique, à savoir 

(où K est une constante convenable), de telle sorte que la diffé- 
rence n'ait plus pour courbes logarithmiques les deux courbes 



M^,y) = 



■ N 



Les seules courbes logarithmiques à distance finie pour les- 
quelles on ne puisse pas faire une soustraction de cette nature 
sont celles qui proviendraient d'un polynôme A(j;, y) diviseur 
d'une expression de la forme M* — N^ f(x,y), oùM el N sont 
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premiers entre eux, sans êlre Ini-méme de cette forme. Cette 
dernière circonstance algébrique peut effectivement se présenter; 
soit par exemple 

/(ï,,j.)_.'H-r'+.. 

Le polynôme xy \j% — ■ i divise 

sans être de la forme M^ — N^(a;^ +>■' + 0- 

Il serait intéressant de savoir si, A étant un polynôme jouissant 
de la propriété indiquée [n'étant pas de la forme M^ — N-/(^, y')\, 
on pourra trouver une intégrale de différentielle totale 



/■ 






sans que V et Q fussent divisibles par A. C'est un point que nous 
n'éluciderons pas, et nous allons seulement faire une remarque 
importante sur la réduction des intégrales de troisième espèce, 
qui pourra être utile pour la solution de la question posée. 

17. Considérons l'intégrale de di lièrent ielle totale 
V dx-k-O^dy 



f: 



Nous supposons que dans le polynôme f{xiy), de degré m, 
l'ensemble des termes Komogènes de plus haut degré <^{^x,y) 
n'ait que des facteurs simples; nous désignerons par a le degré 
de A. 

Soit k le degré de P et Q; désignons parjO et q l'ensemble des 
termes homogènes en ^ et ^ de degré k dans P et Q, et par 
a{x,y) l'ensemble des termes homogènes de degré a dans A. 
Nous supposons que a{œ,y) est premier avec f(x, y), et que 
a{x,y) n'a que des facteurs simples. 

En prenant dans la condition d'intégrabilité l'ensemble des 
termes homogènes de plus haut degré, nous aurons évidemment 

«) ■>(/'^J-jS) = ^'f("'.J')[«(|-5)+?£-p|]' 
•■f{x, y) désignant l'ensemble des termes homogènes de degré m 
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dans/: cette équation peut s'écrire 

Or, d'après (4), puisque a esl premier avec a, 



est divisible par a; par suite, on peut diviser par 


a le second 


membre de l'identité (5) el la mettre sous la forme 




{}> - \^y) -^ ^(- ^ - \'-^)-^--= "^ 




et, comme -r^ et -^ sont premiers entre eux, on a 





fji et X étant deux polvnomes homogènes en x et^, le premier de 
degré ^ — I , le second de degré k — m + i , En substituant ces 
valeurs àc p al g dans l'équation (4), on obtient la relation 



■») = 



\dy dx dx dy 



'-'^m 



qui permet d'exprimer |-i en fonction de X, si l'on a 

En portant clans l'intégrale 

p dx -h g dy 



/; 



ia',r}^fi^'j) 



la valeur de u ainsi obtenue, on trouve que celte intégrale est 
égale à 

2nt-i-4a l y/y 
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Nous avons supposé que «(«, y) n'a que des facteurs simples. 
Il faudra que X soit divisible par a{x,y), car les infinis de l'inté- 
grale provenant de a{x,y)t^o ne peuvent être que logarith- 
miques [a et -s étant premiers entre eux); il s'ensuit que /> et ^ 
,...,. df da do da 

sont nécessairement divisibles par a, car autrement -^ r ^ -r- 

r ' ày dx 03! oy 

aurait un facteur commun avec a, ce qui est impossible quand a 
et 0) sont premiers entre eux et que « n'a que des facteurs simples. 
Posons 



ichons de l'intégrale proposée l'cxprcssior 



la difl'ércncc sera de la forme 



/ 



Pi ffa -4- Qi dy 



où P) et Q, seront au plus de degré A- ^ i . On a donc pu di- 
minuer d'une unité le degré des polynômes qui figurent au nu- 
mérateiir. On continuera ainsi la rédiiction de proche en proche. 
Une valeur de k jouant un rôle important est évidemment 



Supposons que 
réduction jusqu'à. 



n soit pair et égal à 
s que 



e cas particulier de l'intégrale 



r- 



\ffi'-^,y) 



c'est-à-dire où a ■-- i, et, par conséquent, a :^ o. Quand on faitla 
réduction telle qu'elle vient d'être indiquée, on rencontre une cir- 
constance intéressante; en réduisant de proche en proche il arrive 
un moment où A' =; m' — i . Le polynôme X se réduit alors à une 
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conslanle et l'équalion, qui donne [j., indique que [jl ^ o. La ré- 
diiction peut se faire, on a à retranclier de l'intégrale le terme 

mais dans la nouvelle intégrale ainsi obtenue, le degré de P et Q 
ne sera pas m — "k, car, dans cette hypothèse, 7. doit être nécessai- 
rement nulle, et l'équation donnant |j. montre (jue [a^o, tant 

'■'" *^ „.'-,. 

Donc le degré de P et Q toniLera à m' — r; nous ramènerons 
donc l'intégrale ci-dessus à l'intégrale 



/^ 






dans laquelle le degré de P, et Q, est égal à m' — i , et la réduc- 
tion se trouve terminée. 

19. Nous avons supposé au numéro précédent que a{x, y) 
n'avaitque des facteurs simples. On pourra tirer parti de la ré- 
duution précédente, dans bien des cas où il en sera autrement- 
Soit, par exemple, 

le ternie ai(a::,y) homogène et de degré maxiinuiu dans A, 
n'ayant que des facteurs simples, et supposons, comme plus haut, 
«,(^,y) premier avec «(^jJk). On pourra faire la réduelion effec- 
tuée précédemment ; on aura ici 

Le polynôme À sera divisible par a, et, si l'on pose 



le terme à retranclier de l'intégrale 



à cette modification près, l'analyse du numéro précédent subsiste. 
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20. Nous avons considéré plus haut im cas particulier, celui où 
l'on a 

et nous avons indiqué que le polynôme 

œy \/-i — I 
divisait une expression de la forme 

M et N élant premiers entre eux, sans être lui-même de cette 
forme. Chei-clions si l'on peut trouver une intégrale de diffcrcn- 
liefle totale de troisième espèce de la forme 
f Pdcr + Qdy 



(^>) 



(=^r A— ^ce^-t-y''-^ 



P et Q étant des polynômes. D'après le numéro précédent, il suf- 
fira, pour le vérifier, de supposer que P et Q sont des polynômes 
du troisième degré. En se servant de la formule (3) d'intégrabi- 
lité, on trouve !a seule solution 

on est donc assuré que toutes les intégrales de différentielles to- 
tales de la forme (6) (oit P et Q sont des polynômes) se réduisent 
à des fonctions rationnelles de x^y, \/f{x,y). 

21. Nous n'approfondirons pas davantage, pour le moment, 
l'étude des intégrales de troisième espèce. Une question intéres- 
sante devrait tout d'abord être résolue : Peut-il exister, pour une 
sur/ace dont la connexion linéaire est égale à l'unité, des in- 
tégrales de troisième espèce ne se réduisant pas à une combi- 
naison algébrico-logarithmique de la forme 
t(^,j,^)-f-î:A,iogR,(i<.,j,^) 

les PiL étant des constantes, -h et les R étant des fonctions ration- 
nelles de x,y, zl 
Reprenons l'intégrale 

r P dx-i-Qdy 
J A(:.,7)i//r^77")' 
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Si A(œ, y) admet un diviseur de la forme considérée plus haut 

on pourra, de l'intégrale précédente, extraire une expression do 
la forme 

a élant une constante convenable, de telle sorte que la dilTérence 
n'admette plus les deux courbes logaritlimif|ues 



A{^, y) - 



_ M 



"~ N 

l'avons vu au n° 16. Ce serait seulement dans le cas 
où K(^x,y) aurait un diviseur qui ne serait pas de la Tonne 

sans que P et Q fussent divisibles par A, que l'on pourrait espérer 
avoir une intégrale ne se réduisant pas à une combinaison algé- 
brieo-logaritbmiqne. Le cas particulier traité dans le numéro pré- 
cédent ne nous fournit malheureusement pas l'exemple que nous 
aurions voulu donner. 
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CHAPITRE Vil 

DES INTÉCrRALES DOUBLES DE PREMIÈRE ESPÈCE 
£T DES INVARIAT^TS QUI S'V RAPPORTENT. 



I. — Des intégrales doubles de première espèce i,'). 

1. Étant donnée une surface algébrique à laquelle nous ne sup- 
poserons d'abord que des singularilés ordinaires 

nous allons considérer les intégrales doubles de la forme 

OÙ F est une fonction rationnelle de œ, y et s. Nous recherche- 
rons quelle doit être la forme de la fonction F, pour que cette 
intégrale ail une valeur finie déterminée, quel que soil le conti- 
nuum d'intégration. Nous nous bornons, d'ailleurs, pour bien 
fixer les idées, à des conlinuum formés de portions de surfaces 
analytiques en nombre fini. Nous appellerons une telle intégrale 
double une intégrale double de première espèce. Écrivons l'in- 
tégrale sous la forme 



//' 



R(» 



(') Les intégrales doubles de piecnièce espèce ont été, pour la première fois, 
considérées par M. Noether {Math. Annaten, t. II, p. 3oi), mais l'éminent géo- 
mètre pose ces intégrales, a priori, et ne fait aucune discussioo sur leur forme 
nécessaire. Dans ses trayaui ultérieurs, il ne revient plus sur ie point de vue tran- 
scendant, qui a été surtout développé par M. Picard { Comptes rendus, 1884, et 
Mémoires sur les intégrales de différentielles totales et les fonctions algé- 
briques, i885-i88g). 
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178 CHAPITRE VII. 

où R est une fonction rationnelle. Remarquons d'abord que l'on 

,.,.,■ , ds^ dy dv dz dz dx y? 

peul, dans J inlégration, remplacer — -^ par - y, ■ - ou . fc,n 

effet, pour faire l'inlégfration, on doit considérer x, y el z comme 
fonctions de deux paramètres réels ). et u, et l'inlcgralc écrite 
plus haut revient ù 



fJ'^ 



Ucs éqiialioit; 



ùx à). "^ ày àf^ àz dl ^ 
àco à\i. ' dy à^ dz d|x 

D(--^.y) D0^£) DU 
Pp., ;.) _ Uq, n) _ DO 



.iiie, d'une manière abréffée. 



dx dy dy dz dz da: 

Il résulte de là qu'en loul point simple de la surface pour lequel 
R est finie, l'intégrale reste finie. 

Nous allons montrer que, pour que V intégrale reste finie, il 
faut que R(^, y, z) ne devienne infinie pour aucun point à 
distance finie. Il est d'abord évident que R ne peul être infinie 
en un point de/, sans être infinie le long d'une ligne de la sur- 
face. Supposons alors que R devienne infinie le long d'une ligne 
simple C de la surface. Prenons sur C un point arbitraire 
(«, b, c), où nous pouvons supposer /, 7^ ; dans le voisinage 
de ce point, la courbe se projettera sur le plan des xy suivant 
Tine courbe 

o(a;, y) étant bolomorphe dans le \oisinagc de x =^ a^ y^h: 
les axes ayant une direction quelconque, ^ ne s'annule pas pour 
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X ^a^ y =-b. Faisons alors le changement de variable 

En liraut de ceUc égalité x en fonction àc y ot X par ii 
loppement valable dans le voisinage de j/ — t, X — o, l'ii 
prendra la forme 



//' 



^rfXrfy 



H restant finie et ne s'aoniilant pas pour la courbe C, c'est-à-dire 
pour X ^ o. 

Prenons comme champ d'intégration le continuum obtenu en 
associant à tous les points d'une ligne tracée dans le plan des X, 
entre o et X,,, une ligne tracée dans le plan des y entre b et y„, 
Xq et jKo étant respectivement voisins de zéro et de b. Ce champ 
d'intégration aura une infinité de points communs avec le conti- 
nuum C, et, par conséquent, d'après une remarque faîte précé- 
demment (Chap, III, n" 10), l'intégrale peut devenir infinie. Or 

visageons l'intégrale 

- • „dTLd, 



iiiy 



et laissant y fisc, faisons tendre X vers zéro ; l'intégrale a 
tera indéfiniment. Nous voyons donc que l'intégrale 



rr^'i 



augmentera indéfiniment quand on fera tendre, d'une certaine 
manière, le point (a;, y, z) vers un point de la courbe C. 

On a supposé que G était nne courbe simple de la surface ; la 
même conclusion subsiste si C est une courbe double, et, dans ce 
cas, la fonction R doit non seulement ne pas devenir infinie le 
long de la courbe double, mais elle doit, de plus, s'annuler le long 
de cette courbe. En effet, R(a.', y, z) contiendra X^ en dénomina- 
teur, /j,' contiendra X en facteur ; si donc la valeur de R était dif- 
férente de zéro pour X ^ o, l'intégrale se réduirait encore à une 
expression de la forme 



fP- 



l deviendrait infinie 
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Nous arrivons donc à la conclusion que R(a:,^, z) reste Jinie 
pour tout point à distance finie et s'annule le long des courbes 
doubles. 

Or, si l'on prend d'abord une courbe /(^,^)=o, il résulle 
aisément du théorème cité de Noether (Gliap. V, n° 13) que louLe 
fonction rationnelle R{^, y) restant finie pour tout point à dis- 
lance finie et s'annutant aux points doubles peut se mettre sous lu 
forme d'un polynôme entier en x et y. Cela résulte aussi de la 
discussion de la forme classique des intégrales abéliennes de pre- 
mière espèce, où l'on rencontre une fonction rationnelle R jouis- 
sant de la propriété indiquée et qui se réduit à une fonction en- 
tière en X et y. 

Si nous revenons maintenant à la surface proposée, on conclut 
du théorème précédent que R(x, y, s) peut se mettre sous la 
forme d'un polynôme Q{^,^, s) : nous avons donc à envisager 
l'inléffrale 



// 



<i(x,y.s)d j7dy 



Il faut l'étudier pour un domaine d'intégration s'étcndanl à l'in- 
fini. Posons 

j = (a-, 
cl prenons l'intégrale 

Faisons varier ( dans un champ fini, et faisons grandir x indé- 
finiment : l'intégrale 

doit être une intégrale de première espèce pour la courbe définie 
par la relation entre z el x 

où ( est un paramètre arbitraire; car, dans le cas contraire, notre 
intégrale double deviendrait certainement infinie quand, ( variant 
dans un champ fini, a: grandirait indéfiniment, il résulte de là 



y Google 



INTÉGRALES DOUBLES BE PREMIÈRE ESPÈCE. l8l 

que, pour t arbitraire, le produit 

<loil être on polynôme de degré ni — 3 en x et s. Par suite, 
Q (at, y, s) est un polynôme de degré m — 4^^ x,j et z, et no;(5 
avons donc la forme nécessaire de l'intégrale 



II 



Q_{x,y,z)dxdy 



OÙ Q(œ, y, z) est un polynôme de degré m — 4, tsl que la 
surface 

(nr,y,z) = o 

passe par la courbe double. 

2, Si maintenant nous prenons l'intégrale précédenle, nous 
devons nous demander si elle sera nécessairement de première 
espèce. D'après les raisonnements qui précèdent, on ne peut avoir 
de doute à ce sujet que pour un continuum dans le voisinage d'un 
point-pince sur la courbe double ou dans le voisinage d'un point 
trip'e de la courbe double, puisque, pour un point ordinaire de la 
ligne double, -à est fini. Nous allons traiter ces cas, en procédant 
comme nous l'avons fait pour les intégrales de différentielles 
totales de première espèce (Chap. V), 

Soit un point-pince de la courbe double ; on ne diminue pas la 
généralité du raisonnement en supposant que l'axe des z est la 
courbe double, le point-pince étant à l'origine. Nous aurons ainsi 
l'équation, si le plan a; ^ o est le plan tangent au point-pînce, 

('ï^-a^^-^X-^-T= + ■■■)^'^-K■« +P> -^'i''^ -*-... ')ccy 

Considérons l'intégrale double 

r q(^,y^z)da^dy 



IP 



où nous supposons que la surface Q ^ o passe par l'axe des i 
c'est-à-dire que 
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M et N étant des polynômes. Si l'on pose 

l'équation do la surface montre immédiatement que u lend ( 
zéro quand le point {x, y, z) tend vers l'origine. Or, on fal.' 
dans l'intégrale le changement de variable x = uy, nous avon 



//, 



{yiu-i-'^)ditdy 



les termes non écrits au dénominateur s'annulant pour x = o^. 
j/^0, s = o. En supposant, comme nous pouvons le faire, que 
Y"^o(le point-pince étant général), nous avons une intégrale 
restant finie de quelque manière que u cAy tendent vers zéro. 

Plaçons-nous maintenant en un point triple de la courbe 
double ; nous pouvons supposer que ce point est à l'origine ei que 
les trois ases de coordonnées sont les droites doubles. On a alors 
l'équation 

xyz^^.,{x,y, £) + ... = o, 

tous les cônes cpi^= o ayant pour courbes doubles les axes de coor- 
données, et l'intégrale prend la forme 



// 



<l(w, y, z)dxdy 



la surface Q{^, jVi s) ^= o passant par les trois axes, et ajant 
nécessairement, par suite, un point double à l'origine. 
En posant jK^^ "■^i ^ ^= "^x-, l'intégrale devient 

r r Q(a;, ua:,^x)ixdudw 
la relation entre u, v et a; étant 

où les termes de moindre degré dans les ^i(i, «, c) sont au moins 
du second degré. D'autre part, Q{x, ux, v œ) contient x'^ en 
facteur et est certainement de la forme 2:-(M« + Nf). Donc, 
l'intégrale peut s'écrire 



rr { Uii-^nv)3:d 
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l83 



Or, on peut supposer qu'on se trouve dans une région autour 
de l'origine pour laquelle w et c restent finies, car, dans le cas 
contraire, on ferait un autre changement de variables en considé- 
rant d'autres rapports des trois lettres x^y, s entre elles. Nous 
pouvons donc dire que nous avons une surface représentée par 
l'équation (i); nous avons à considérer ceux de ses points qui 
correspondent à des valeurs de x voisines de zéro et à des valeurs 
finies de u et <■, l'une au moins de ces dernières étant nécessaire- 
ment voisine de zéro. Tous ces points sont des points simples de 
la surface (i), sauf les points correspondant à m = o, f ^ o : la 
surface (i) admet en elfet la ligne double 



Nous pouvons regarder l'intégrale (2) comme une intégrale 
double relative à (i), dans laquelle le coefficient de du dx au 
numérateur s'annule pour la ligne double. Nous sommes ainsi 
assurés, d'après ce qui précède, que l'intégrale reste finie. 

Nous conclurons donc que la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que l'intégrale double, oà (J est un polynôme de 
degré m~ /i, 

~ f Q(^,y, s'jdûndy 



fP 



n 



soit de première espèce est que la surface de degré m -- 4 

passe par la courbe douhle. 

3. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que !a surface 
n'avait que des singularités ordinaires, c'est-à-dire une ligne 
double pouvant avoir seulement des points .triples, ce qui corres- 
pond à la réduction générale des singularités d'une surface algé- 
briques. 

Il est d'un grand intéi-êt d'examiner certaines circonstances 
pouvant se rencontrer fréquemment, de façon à ne pas avoir à 
faire la réduction générale. Le cas le plus simple sera celui d'un 
point double isolé avec un cône de tangentes irréductible; nous 
allons voir que la présence d'un tel point n'entraîne aucune cod- 
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séquence jiour Je polynôme Q. En mplîant le poiut double à 
l'origine, nous avons, pour l'équation de la surface, 

Posons 

z ^Xi, y = Yz, 

l'équation de la surface devienl 

(3) ■p,(X,Y,[)^!<p,(X,T,.) + ... = o. 

Prenons l'iulégrale double 

elle devient '' 

/■r q(Xz,Ys,z)dXdz 

JJ ç;,,-(x,Y,i) + ^( )■ 

On peut supposer que X et Y restent finies, car, autrement, on 
ferait un autre changement de variables; nous avons donc à con- 
sidérer, pour des valeurs très petites de z, des valeurs finies de X 
et Y. Dans ces conditions, le point (X, Y, z) est certainement un 
point simple de la surface définie par l'équation (3), puisque (pa 
est irréductible. L'intégrale reste donc finie, et la présence du 
point double n'entraîne aucune conséquence pourlepolj'nome Q. 

On peut discoter, avec les formules précédentes, beaucoup 
d'autres cas; tout d'abord, ta même conclusion subsistera, en gé- 
néral, quand le cône 

se composera de deux plans distincts. Dans ce cas, l'équation 

ç,(X, Y,i)=o 

donnera deux droites distinctes. Si, pour le point de rencontre de 
ces deux droites, on a 

la surface (3) n'aura pas de points multiples pour : voisin de /.éro 
et pour X, Y finis. On peut encore aller plus loin; lorsque les co- 
ordonnées (a, p) du point de rencontre des droites tpj(X, Y, i) — o, 
annulent le polynôme fj, la surface (3) aura le point double 
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(a, ^, o), mais, en général, le càae des tangentes sera irréduc- 
tible, et nous n'avons aucune condition. 

Il en est encore ainsi, en général, même quand le poinl est un 
poinl aniplanaire, c'est-à-dire quand m^i^x^y^ s) est u a carré par- 
fait. En effet, la surface (3) aura, comme points doubles corres- 
pondant à 3 =; o, les points de rencontre de la droite double 

avec la courbe 03(X, Y, i)=zo; ces points doubles seront, en 
g-énéral, des points doubles isolés ordinaires pour la surface (3), 
et, par suite, nous ne trouvons aucune condition à imposer au 
polynôme Q par le fait de la présence d'un point uniplanaire 
général. 

Il en sera autrement si l'on a celte sorte de point uniplanaire 
désigné par les géomètres anglais sous le nom de tacnode, et 
dont nous avons déjà parlé (p. 77). L'équation est, dans ce cas, 
susceptible de se mettre sous la forme 

A2 est un polynôme bomogène du second degré en x, y et s, et fp^ 
est du quatrième degré; c'est le cas où cp^ est un carré parfait, et 
où !p3 contient une fois en facteur l'expression linéaire dont «2 est 
le carré. En posant 

nous avons la relation 

(Z) F(X, Y, Z)^Xs+X3i}'2(X, Y, T)H-... = o. 

Cette surface S aura pour ligne double 

X = o, s = o. 
L'intégrale 

devient 

r rQjX x.Yz , z)dYd z 

Pour que l'intégrale soit de première espèce, ÎI est nécessaire 
que le polynôme, qui figure au numérateur, égalé à zéro, repré- 
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scnlc une surface passant par la ligne double de S. Il en sera ainsi 
si la surface 

passe par le tacnode, 11 est clair, d'ailleurs, que cette condition 
est suffisante pourvu que le tacnode soil vin point général de 
cette sorte. Ainsi, la présence d'un tacnode entraine une con- 
dition, pour les intégrales doubles de première espèce ('). 

4. Nous avons, aux n°' 1 et 2, dans la recherche des intégrales 
doubles de première espèce, supposé que la surface avait seule- 
ment, comme lignes multiples, des lignes doubles. Il est essentiel 
de voir ç^ahine intégrale de première espèce a, dans tous les cas 
possibles, la forme précédemment trouvée. Nous aurons bientôt 
besoin de ce résultat pour arriver à la notion du genre d'une sur- 
face. 

lîeprcnons l'intégrale sous la forme 



//■ 



M'.i, ') 



dx dy 



la surface ayant, cette fois, des singularités entièrement arbi- 
traires. Je dis d'abord que l'intégrale simple 

qu'on peut regarder comme une intégrale abélienne relative à la 
courbe f{x,y,z)-^o, est une intégrale de première espèce. 
Nous donnons à y une valeur arbitraire, de sorte qne les points 
multiples de la courbe f\x, y, z)^o sont à l'intersection de la 
courbe avec le plan y =y. Soît un de ces points de rencontre 
dont nous désignerons l'a; par a(y), la fonction a{y) étant une 
fonction hoioraorpbe de j' dans un certain intervalle suffisamment 
petit. 

On pourra, dans le voisinage de x^a, développer j-, de la 



(') M. Noether a étudié l'influence de points singuliers d'espèce variée sur )e 
genre d'une snrface algébrique dans les Nachrichten de la Société Hoyale de 
GÔttingen (1871). 
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les t:oetlicienLs des puissances de ^ — ■ a non écrites étant supé- 
rieurs à — ce, et le coefficient A étant une fonction holoinorphe 
de^ dans l'intervalle considéré. On a alors à prendre l'intégrale 
double 

l'osons 



nous anron 


is alors r 


intégrale 


Si l'on a 


vai. 


-//(ai--)""*- 


on pourrai 


l avoir i 


in continiuim d'intcgralio 


grale sera 


Infinie : 


on a donc 



1 pour lequel i'inté- 



et, par suite, l'intégrale 

reste finie pour x ^za. Ainsi, l'intégrale précédente relative à la 
courbey(ir,^, ^)^o reste finie pour tout point à distance finie. 
Il en résulte que R(:c, y, x) est un polynôme en a: et 3; on établi- 
rait de la même façon que R{x;, y, z) est un polynôme en jk et s, 
et par suite R(^,jk, 3) est un polynôme en X, y et z. Nous 
arrivons donc à la conclusion que, quelles que soient les singu- 
larités^ une intégrale de première espèce a nécessairement la 
forme 

et l'on voit, comme plus baul, que (^(^x,y,z) est au plus du 
degré m — 4 ■ 

jNous avons là des conditions nécessaires ; il faudra ensuite faire 
une discussion pour écrire les conditions supplémentaires. La 
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surface pourra avoir des points multiples isolés c|ui nécessiteront 

une discussion spéciale; relativement aux lignes multiples, il 

résulte évidemment de l'analyse ci-dessus qu'un plan arbitraire 

y = coList. 

coupera la surface Q = o suivant une courbe qui sera une adjointe 
d'ordre m — 4 de l'intersection de la surface proposée par Je 
même plan, et, sous celte condition, l'intégrale restera certaine- 
ment finie pour le voisinage d'un point pris arbitrairement sur la 
courbe multiple. Mais il pourra y avoir sur celle-ci certains points 
particuliers pour lesquels une discussion sera nécessaire; ainsi, 
par exemple, pour prendre un cas très simple, si une surface a, 
comme plus haut, une courbe double le long de laquelle les deux 
plans tangents sont, en général, différents, et qui a seulement 
certains points-pince de nature générale, il suffira que l'adjointe 
Q ;= o passe par la ligne double, sans qu'il y ait aucune condition 
supplémentaire à ajouter pour les points-pince. Mais si le point- 
pince est spécial, il pourra y avoir des conditions supplémentaires 
à écrire; il en sera ainsi dans le cas où le coefficient y" sera nul. 
On s'en convaincra en prenant la surface 

{a + YJ:)3^^-i-Ca'af -t- p> -l- -('z)xy + {a" ^ -y- p»^5=. o, 

qui admet la ligne double x —-^o,y ^o, avec un point-pince à 
l'origine. L'intégrale 



IP- 



Q{a;, _r, z) étant un polynôme tel que la surface 

passe par la ligne double, reste finie dans le voisinage de tout 
point de la courbe double à distance finie, sauf pour l'origine. 

Dans tous les cas possibles, la recherche des conditions supplé- 
mentaires se déduit aisément de la réduction supposée effectuée 
des singularités, ou, ce qui revient au même, des expressions des 
coordonnées x,y, z des points de la surface dans le voisinage 
d'un point singulier, exprimées au moyen d'un nombre limité de 
développements boiomorphes par rapport à deux paramètres. 
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Toute surface Çl{x, y, s}= o d'ordre m — 4) pour laquelle li' 
premier membre de V équation peut servir à former une inté- 
grale double de première espèce, est dite une surface adjointe 
d'ordre m ^ 4- Le système linéaire formé par ces adjointes 
est désigné sous le nom de système canonique. 

S. Un cas simple et intéressant est celui d'une surface ajiint 
des lignes multiples et des points multiples isolés; ces lignes et 
ces points étant de la nature suivante. En un point arbitraire 
de la ligne multiple, les plans tangents sont différents; il peut 
seulement y avoir certains points particuliers de la ligne multiple 
où deux plans tangents sont confondus, el l'on suppose qne l'on 
soit dans le cas le plus général où cette circonstance se présente. 
Relativement à un point multiple isolé, on suppose que la sur- 
face ayant pour équation 



fait correspondre à ce point une courbe 

dont tous les points à distance finie sont des polnU simples pour 
!a surface transformée. 

I! résulte d'abord, de ce que nous avons dit plus liauî, que la 
surface adjointe 

(l{x,y,z) = o 

aura une ligne multiple d'ordre p de la surface comme ligne, 
multiple de degré p — i . 

Pour voir la condition relative à un point multiple isolé 
d'ordre q, faisons dans l'intégrale 





f rQt'^^.r, z)dxdz 


cbangeinent de y. 


ariable x=-^z, y =Yz : V\ 


Ci 


'' q<Xz.\z.z)i.d-^di 



tégrale devient 
L¥p,ï(X, Y,i,-. 
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oL l'on voit de suite qu'au numéraleur, le polynôme Q{X3, Ys, z) 
doit coTiienir zi~'^ en facteur; donc la surface adjointe Q^o 
admet le point multiple isolé d'ordre q de la surface comme 
point multiple d'ordre q — 3; c'est l'extension de ce que nous 
avons trouvé pour ^ ^: a, cas dans lequel aucune condition ne se 
trouve imposée à l'adjointe. 

6. Terminons celte Section par une remarque qu'on peut re- 
garder comme une extension du théorème d'Abel aux inté- 
grales doubles de première espèce. Soit la surface 

et considérons les deux faisceaux de surfaces 

Supposons que les trois équations précédentes définissent un 
certain nombre m de points 

i^uy\, Si), ■■•. {Xm.ym, Sm), 

variables avec ). et ]>., et décrivant toute la surface, c'est-à-dire que 
le déterminant fonctionnel de Xi et yi, par rapport à )i et |j,, n'est 
pas identiquement nul. Nous désignons, comme plus haut, par 



r r Q(3;, r, z'iHa^dv 



f. 
une intégrale double de première espèce de la surface, et 

^' fi. A„ 

C'est une fonction symétrique de {x,,jt, Si)' ■ ■ -j {^'«-^Xm^ 
elle est donc une fonction rationnelle de X et [;., soit 



Or, si l'on prend un contînuum arbitraire d'intégration dans le 
domaine des variables complexes (X, jji), il y correspondra un 



y Google 



E PRUlllÈllE ESPÈCE. igi 

continiium pour (x,, j'/, s,), et l'on aura 

Or, quelque soit le conlinuum régulier pris dans l'espace (1, }j.), 
le premier membre restera fini; il en sera donc de même du 
second. Mais tine intégrale double d'une fonction rationnelle de 
X et |j. ne peut rester finie pour lout conlînuum d'intégration, à 
moins qu'elle ne soit toujours nulle- On a donc identiquement 

et, par suite, l'expression E est identiquement nulle, ce qui con- 
stitue une extension du théorème d'Abel aux intégrales doubles 
de première espèce. On voit que nous avons suivi absolument la 
même voie que celle qui est souvent employée pour établir le 
tliéorème d'Abel en se limitant aux intégrales de première espèce ; 
au point de vue analytique, cette extension est d'ailleurs plus 
curieuse qu'utile, et nons n'y insisterons pas ('). 



II. — Du genre géométrique {t'idchengeschlecht) 
des surfaces algébriques {'). 

6. Dans la théorie des courbes algébriques, la considération des 
intégrales de première espèce conduit à un nombre qui joue un 
rôle considérable : c'est le nombre habituellement désigné par/), 
et qui est égal au nombre des intégrales de première espèce 
linéairement indépendantes. Considérons pareillement une surface 



('] Dans deux Mémoires du Journal de Mathématiques (1887 et 1890), 
M. Humbert a fait d'élégantes applications géométriques de l'extension du 
théorème d'Abel aux intégrales multiples. 

(') La notion de genre a été introduite dans la théorie des surfaces par Clebsch 
dans une courte Note des Comptes rendus (décembre 1868). Elle a été ensuite 
approfondie par M. Noetlier dans un Mémoire du tome II des Math. Aitnalen, que 
nous avons déjà eité, et surtout dans son Mémoire fondamental du tome VIII de la 
même collection. Dans ce dernier Mémoire, M. Noethec se place uniquement au 
point de vue algébrique. 
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algébrique irréductible quelconque de degré 



et soit 



// 






l'expression générale des intégrales doubles de première espèce. 
Le polynôme Q est un poljnome de degré m — 4-} et dépend 
d'une manière linéaire et homogène d'un certain nombre de con- 
stantes arbitraires. Soilpgce nombre, de telle manière que, si l'on 
désigne par 
(S) Q„ Q., ..., Qp, 

p„ polynômes correspondant à des intégrales de première espèce, 
entre lesquels on n'a pas de relation homogène et linéaire à coef- 
ficients constants, l'expression générale de Q sera 

Q = AiQi-f- A,Qi-r...-H A^jQj,., 

les A étant des constantes. Quand nous disons qu'entre les termes 
de la suite (S) n'existe pas de relation homogène et linéaire, on 
peut entendre indifféremment qu'une telle relation 

(où les a sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles) ne 
peut avoir lieu, soit qu'on j considère x, y, z comme trois va- 
riables indépendantes, soit que le point {x,y, a) appartienne à 
la surface /. Les deux points de vue reviennent au même, puisque 
les Q sont de degré inférieur à m. 

Le nombre /'g s'appelle le genre géométrique de la surface; 
Noether le désigne aussi, sous le nom de Flâchengeschlecht ; il 
est l'analogue du genre riemannien p d'une courbe algébrique. 
Nous verrons bientôt (Chap. VIII) pourquoi nous ajoutons l'in- 
dice g : c'est qu'il y aura lieu d'introduire dans certains cas, à 
coté de/i.r, un autre nombre qui sera désigné sous le nom de genre 
numérique. 

7. Le genre pg est un nombre invariant, e'est-à-dire qu'il 
est le même pour deux surfaces qui se correspondent birationnel- 
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/(^.7,s)=a, F(X,Y,Z) = o 



S équations de dei 
I. siniuUanémerjL 



surfaces algébriques; on suppose que l'on 

:r= R,(X. Y, Z). 
r= Rs(X, ï, Z). 
s = R3(X, Y, Z) 
et 

X = r,(^,r,3), 
Y = r,{,v, y, z), 

les R et r étant des fonctions rationnelles des lettres dont elles 
dépendent. Nous disons, dans ce cas, que les deux surfaces se 
correspondent par une transformation birationnelle. Il est immé- 
diat que le genre géométrique sera le même pour les surfaces/ 
et F. 

En effet, à toute intégrale doiibic de première espèce dc/cor- 
respond une intégrale double de première espèce de F et inverse- 
ment, comme le montrent de suite les substitutions birationnelles. 
Les genres des deux surfaces sont donc égaux ( ' ). 



8. Indiquons quelques exemples 
surface la plus générale de degré m 
de points singuliers, on aura 



mples. Soit 



,)(, n -■>.){ m -^) 



t d'abord l 



ce nombre étant le nombre des arbitraires dans un poîj'nome 
d'ordre m — 4 à trois variables. D'après ce que nous avons dit 
dans la Section précédente, un point double isolé ne diminue pas 
en général le genre; nous avons vu qu'il en était ainsi, non pas 



( ' ) La démonstration de ce théorème, qui est immédialc, comii 
voir, quand on se plaee au point de vue transcendant, après av( 
plétement la forme des intégrales doubles de première espèce, i 
' e plate su point de vue algébrique, comn 

,. VIII, p. 5i4). 
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seulement poiir un point double à cône indécomposable, mais 
pour un point biplanaire général et même pour un point uni- 
planaire général. Au contraire, un tacnode général diminue le 
genre géométrique d'une unité. 

Si, sur une surface, il existe une famille (dépendant d'un 
paramètre arbitraire ) de courbes unieursales, le genre de la 
surface sera ««/.Dans ce cas, il j aui-a certainement sur la sur- 
face une courbe, dépendant d'un paramètre arbitraire h, suscep- 
tible d'être représentée par deux équations de la forme 

a(3^,r, u)=o, 

z> étant un polynôme en x et y, dont les coeflicients dépendent 
algébriquement du paramètre u, et R étant rationnel en x ely et 
algébrique en u. 

En effet, la famille de courbes gaucbes pourra nécessairement 
se mettre sous la forme 

les coefficients dans « et R dépendant du paramètre arbitraire. 
Or, en laissant indéterminés tous les coefficients de tp et R et écri- 
vant que cette courbe est située sur la surface, on aura un certain 
nombre de relations algébriques entre ces coefficients. Ces rela- 
tions devront nécessairement permettre de laisser au moins un de 
ces coefficients arbitraires, et l'on a alors le résultat annoncé. 

Si cette courbe est unicursale, on pourra exprimer x, y, z 
rationnellement en fonction d'un paramètre X, les coefficients des 
puissances de X dans ces fonctions rationnelles étant des fonctions 
nécessairement algébriques de u. C'est ce qui résulte de ce que, 
pour avoir ces expressions, il faut, en procédant comme on le fait 
d'habitude, prendre sur la coiirbe un certain nombre de points; 
on pourra prendre, par exemple, des points dont on se donnera 
les X, les autres coordonnées dépendront alors algébriquement 
■de u. Finalement, on pourra exprimer les coordonnées d'un 
point arbitraire de la surface sous la forme 

S-P3(^, M), 
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Itis P clant rationnels par rapport à X et algébriques pa: 
à ((. Supposons mainlenanl que la surface possède une 
double de première espèce; celle-ci sera de la forme 



rapport 
ni.éerale 



ir- 



S(X, u)dkdu, 



S étant rationnel en \ et algébrique en u. Or, une telle intégrale 
ne peut être de première espèce. Prenons, en effet, une valeur ar- 
bitraire de u, soit «ci 1^ fonction rationnelle S en 7, aura au 
moins un pôle correspondant à une valeur de u. On peut supposer 
ce pôle à distance finie et regarder son affixe comme une fonction 
holomorphe a[u) A& u dans le voisinage de «„ ; en posant alors 



\ = a{a) + V., 



notre intégrale prend la forme 



//- 



i un, et H r 



- fonctii 



m étant un entier au moins 

différente de zéro pour V=o, ii^^uo- 

I! est par conséquent visible que, pour un conlini 
venable d'intégration, l'intégrale devient infinie, ce qi 
la remarque énoncée plus haut. 

On en déduit, en particulier, que, pour une sarfact 



finie et 

nm con- 
i établit 

réglée, 



I'g = 



dérées, pour lesquelles 



utre exemple, les surfaces déjà consi- 

(4) K = Ri(X, 1^, ),',(.■), 

les R étant rationnelles par rapport aux \ et aux jj. ; de plus, }. et [i. 
sont liées par une relation algébrique de genre /j 

/(X ,") - »: 

et les deux paramètres ).' et [a' par une seconde relation algébrique 
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Wous siipposons, en outre, qu'à un poinl arbitraire de la sur- 
face ne correspondent qu'un seul système de voleurs (X, [j.) el un 
seul sjstème de valeurs (X', m,'). 

Cherchons le genre pg de la surface définie par les équations (4). 
Soient 

p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de 
la courbe/, et 

Jq,(r.,!,.')dX\ ..., Jq,yii'., iJ--)dA- 

p' intégrales de première espèce llnéalfement Indépendantes delà 
conrbe F. Formons l'intégrale double 

JJP.O-. :^).Q/.(J.', ;/).Arf>,'. 

Elle sera évidemment de la forme 

P étant rationnelle en x^y, s, puisque, par hypothèse, les \ et p. 
sont rationnelles en x, y et z. Nous formons ainsi pp' intégrales 
doubles de première espèce, qui sont linéairement indépendantes, 
et, par suite, le genre de la surface est ao moins égal à/ip'. 

Il est aisé de montrer que ce genre est précisément égal kpp'. 
Toute intégrale double de la surface est, en effet, de la forme 

/ / 'iO-^ 1^.^'. )^')d'kd}.'. 

Supposons-la de première espèce. Il sera d'abord nécessaire que 
l'intégrale simple 

f'iil- ^^, 'k\ lJ.')cfA 

(a' et p.' étant considérés comme des conslantes) soJt une intégrale 
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du première espèce pour la courLe 

/(X, ;.) = „. 

On a donc 

Jes A ne dépendanl que de V et [).' dont ils sont nécessairement 
des fondions rationnelles. On voÎL ensuite que 



[[^kii'ia, i^)]m 



doit être une intégrale de première espèce de la courbe 

F(),', i.')=o, 
el, par suite, 

les B étant rationnels en }, et |j.. Donnons à (X, jjl) p systèmes de 
valeurs fixes arbitraires; on pourra tirer, par des équations du 
premier degré, les Ai(7.', ri') en fonctions linéaires des Qa(Î.', ^') ; 
donc o(X, [JL, î^', [j.') esl de la forme 

9CX, i^, X'. u') = 2^.v.'!'-'(>-. ^').Q-v-(>>', f^'). 

les ce élant des constantes; il en résulte qne toutes les intégrales 
doubles de première espèce sont de la forme trouvée plus haut. 
Eu définitive, nous avons, pour la surface définie par les équa- 
lions (^), 



III. — Digression sur les systèmes linéaires de courbes 
tracées sur une surface (')- 

10. Avant de continuer l'étude des surfaces adjointes d'ordre 



(') Les points esaentiela de cette section sont empruntés à deux Mémoires re- 
marquables de M. Enriques, sur lesquels nous aurons ultérieurement à revenir 
[Ricerche di Geometria sulle superficie atgebriche {Mémoires de l'Académie 
de Turin, 1894 ), et Irttroduzio/ie alla Geometria sopra le superficie algebriche 
{Mem. délia Societa Italiana d. Scienze, ï* série, t. X; 1896)]. 
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m — 4i il esl nécessaire que nous fassions quelques remarques 
générales sur les systèmes linéaires de courbes tracées sur une 
surface algébriqiie S. Nous considérons l'intersection de la sur- 
face S avec un système linéaire de surfaces, c'est-à-dire avec un 
système de surfaces 

(L) a,I.|H-asLs-l-...-l-Mr+,I.r+i=o, 

les L étant des polynômes en (x,y, jî), et les œ des constantes 
arbitraires. Il peut y avoir des courbes fixes d'intersection (c'est- 
à-dire indépendantes des œ) du système L avec S; la courbe ou 
les courbes qui nous intéressent sont les courbes de renconti-e 
variables avec les a, et quand nous parlons de la courbe ou des 
courbes définies par L, il n'est question que de la courbe ou des 
courbes variables. 

Le système linéaire sera dit réductible ow irréductible, suivant 
que la courbe variable d'intersection sera elle-même réductible ou 
non, La courbe générale d'un système linéaire peut avoir des 
points fixes que l'on appelle />oin(s-fta5es. 

Un système linéaire sera dit d'ordre r, si par /• points arbitraires 
de la surface passe une seule courbe du système ; c'est le cas où, 
dans l'équation écrite ci-dessus, les L sont des fonctions linéaire- 
ment indépendantes sur la surface ('). Un système linéaire porte le 
nom de faisceau lorsque son ordre est égal à un, et le nom de 
réseau lorsque son ordre est égal à deux. 



(') On peut 5c demander si luie famiilc: de cimi-bes irréductibles, traccea siu- 
une surface telle, que par r points arbitraires de la surface ne passe qu'une seule 
eourbe de la famille, forme néeessairement un système linéaire. M. Enciques a 
montré {Rendiconti delta B. Accadentia d. J-incei, 1898) que la réponse est 
affirmative si r est supérieur à un. Pour le cas de r = i, il peut en être autre- 
ment, comme le montre l'esemple des génératrices d'une surface réglée. Il y a 
cependant des cas où le théorème de M. Enriques est encore applicable pour r = i. 
C'est ce qu'a fait voir M. Castelnuovo [Alcuni resultati sui sislemi lineari di 
curve appartenertti ad una superficie algebrica {Societa Jtaliana délie Scienze, 
1896)] pour les surfaces dont le genre géométrique égale le genre numérique; 
M. Humbei-t a aussi montré qu'il en est de même pour les surfaces qui n'ont pas 
d'intégrales de différentielles totales de première espèce [Sur quelques points 
de ta théorie des surfaces algébriques {Journal de Math., i8g4)]. Ces résultais 
intéressants semblent indiquer quelque dépendance entre la théorie du genre 
numérique et celle des intégrales de première espèce; nous aurons k y revenir. 
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On appelle degré D d'un système linéaire le noiriLre des points 
de rencontre variables de deux courbes du système L. 

H. Faisons quelques remarques relatives aus intersections de 
deux courbes générales du système L, et qui nous permettront 
d'<5tabiir une distinction entre les différents systèmes que l'on peut 
avoir à considérer. 11 est d'abord évident que si deux courbes 
quelconques du système ont toujours une partie commune, cette 
partie commune est fixe. Une remarque non moins évidente est 
relative au cas d'un faisceau linéaire {r-=. i). Un point commun 
à deux courbes du faisceau doit être commun à toutes, comme le 
montre l'équation «i L| + a^ Lj ^=: o ; ce point est donc un point- 
base ; il n'existe pas de points do rencontre variables et, par suite, 
D = o. 

Supposons main tenant r> i. Le cas le plus général sera celui où, 
deux courbes générales du système ayant D points de rencontre 
variables, la condition de passer par un point de la surface n'en- 
traîne pas, comme conséquence, pour ces courbes, l'obligation de 
passer par d'autres points déterminés par le premier. En d'autres 
termes, le système linéaire d'ordre /• — i , formé par les conrbes L 
qui passent par un point arbitrairement donné delà surface, est de 
degré D — I. On dit alors que le système est simple. 

Une autre circonstance moins générale peut se présenter : c'est 
celle ail les courbes L, qui sont assujetties à passer par un point 
arbitraire, passent nécessairement par m^i autres points, et 
forment alors un système linéaire de degré D — m. Dans ce cas, 
les 1) points de rencontre se partagent en s groupes de m points, 
et l'on a D ^ ms. On dit alors que le système forme une involu- 
tion !„,- 11 est clair que ce fait se présente toujours pour un ré- 
seau, sila surface n'est pas rationnelle. 

Enfin, il peut arriver, r étant plus grand que un, que deiis 
courbes générales du système n'aient pas de points de rencontre 
variables. Imaginons toujours le système linéaire d'ordre /' — -i, 
formé par les courbes L qui passent par un point. Toutes ces 
courbes n'ayant pas depoints de rencontre variables auront forcé- 
ment une courbe commune, passant par ce point, qui fera partie 
de la courbe générale et qui sera déterminée par un seul point. 
Assujettissons ce système d'ordre ;■ — i st passer par un second 
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point fixe, nous dcLaclierons encore, de la courbe générale, une 
seconde courbe jouissant de la même propriété. En continuant 
ainsi de proche en proche, on voit finalement que la courbe 
générale se composera d'au moins r courbes distinctes, car il 
pourra encore rester^ la réduction précédente étant achevée, 
un certain nombre de courbes composantes. Soit m le nombre 
total de ces courbes ; elles forment un ensemble dépendant de r 
paramètres, et qui est tel que par chaque point de la surface ne 
passe qu'une seule de ces courbes. On dit alors que le syst^'me 
linéaire est formé de m[m^r) courbes d'nn faisceau, et, dans ce 
cas, on a évidemment D ;= o. 

Revenant au cas où D est plus grand que zéro, nous ferons en- 
core la remarque importante que les D points d'intersection va- 
riables doivent décrire la surface tout entière. Supposons, en 
effet, que quelques-uns de ces points décrivent une courbe fixe (F) 
de la surface ; une courbe particulière quelconque du système L 
coupera r en un certain nombre de points. L'un au moins de ces 
points appartiendra à une autre courbe du système qui, dans l'hy- 
pothèse admise, ne pourra que rester fixe quand on la fera varier. 
Le point considéré serait donc un point fisc et non im point va- 
riable de rencontre, comme nous l'avons supposé. 

Ajoutons finalement que l'on a, entre /• et D, si / ;> i et D ]> o, 
l'inégalité évidente 

D ^ /■ — 1 , 

puisque par r^i points arbitraires on peut certainement faire 
passer deux courbes L. 

12. Tout système linéaire simple, d'ordre r supérieur à deux, 
permet d'effectuer une transformalion de la surface dans un 
espace S^ à r' dimensions (r'Sr), pourvu que r' soit^3. Prenons 
/■' + I surfaces L arbitraires et envisageons le système 

{ I.) a, L, -vccï La -H . . . -^ Kr'+i K'+, = o ; 

posons 

Cette transformation fera correspondre à la siirfacc S, dans l'es- 
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pace à trois dimensions, une surface S' dans l'espace à r' diii 
(X,, Xa, . . ., X/). A un point arbitraire de S correspond un seul 
point de S', et réciproquement, car, quand les /■' équations précé- 
dentes en [x^y, z) ont une solution commune correspondant à 
un point de la surface, elles n'en ont qu'une en général, puisque 
le système est simple et que r'^3. 

Cette surface S' sera d'ordre D. En effet, envisageons dans l'es- 
pace S,-- deux hyperplans arbitraires 

AiX, --AîX, -i-..,-H A,.X,..-i-A,.r+, -=o, 
A'iX|-hA',X.^-. ..^-A;.rX,..^-A;.■+l = o, 



qui déterminent une variété linéaire d'ordre r' — a ; elle coupera 
la variété S' d'ordre 2 en un certain nombre de points déterminés 
par les équations 

AiL, -i- Aï 1.2 :-..- h A^M-iL,.-.,-, =0, 

a; l, -f- A'5 Li 4 ... i - a;..+ I L,.. ,1=0, 

qui ont, sur la surface S, D solutions communes variables avec 
les A. Le système linéaire étantsimple, à ces solutions correspon- 
dront, en général, des points distincts de S'; par suite, la sur- 
face S' est bien d'ordre D. 

Remarquons, en outre, qu'à une surface (L) correspond dans S,.' 



[1 hyperplai 



a,..X,.-^ï 



et réciproquement, et, par suite, que les sections hyperplanes 
d'ordre /■ — 1 de S' correspondent à des courbes de S appartenant 
au système linéaire. 

Si le système (L), au lieu d'être simple, appartenait à une invo- 
lution I„i, on pourrait encore effectuer la môme transformation, 
mais alors cette transformation ne serait plusbiunivoque. A chaque 
point de S correspondrait un point de S', mais à chaque point 
de S' correspondrait m points de S, et l'ordre de S' serait égal à — - 

On peut cependant, même dans le cas d'une involulion, mo- 
difier la transformation précédente, de manière qu'elle donne 
lieu à une correspondance bîunivoque dans tous les cas. 

Plaçons-nous toujours dans le cas général ; prenons /■' suri'aces L 



y Google 



202 CHAriTRi; VII. 

arbitraires L,, L-,, . . ., L,--, el envisageons le système 

(L) a, ].: + aj L^-i-. . .-^. a,„L,.. - o. 

Adjoignons à ces surfaces deus. surfaces déteriniaées P, et P^, 
que l'on peut toujours supposer telles que la courbe du faisceau 

(P) p,P,-ip.P5 = o 

(les p désignant des constantes arbitraires) qui passe par un point 
quelconque A de S ne passe pas par les points conjugués de A 
dans l'involution L, si elle existe. Nous poserons alors 

Xj^li, x, = ^, ..., x,.._, = hi^, x,.. = ^. 

Cette transformation est biunlvoque, comme il résulte immé- 
diatement des hypothèses faites sur P, el P^ : à la surface S dans 
l'espace S^ correspond une surface S' dans l'espace S/ «t ces 
deux surfaces se correspondent point par point. Chaque point 
de S' peut être considéré comme obtenu par l'intersection d'une 
droite parallèle à une direction fixe, l'axe des X,., avec un hyper- 
plan P^Xr'^Pi ^ o parallèle à un liyperplan fixe. Aux courbes (L) 
sur S correspondent sur S' les sections faites par les hyperplans 

aiX,-i-aiX2 + ...-HK,.-_iX,._i-HC!r' = o, 

parallèles à l'ase X^-, et aux courbes (P) correspondent les sec- 
tions faites par l'hyperplan 

parallèle à un byperplan fixe. Quant à l'ordre de S', il dépendra, 
en général, des fonctions P, mais, dans tous les cas, une variété 
linéaire d'ordre r' — i parallèle à l'axe des X^' coupera S' en D 
points. Si donc D ^^ o, la surface S' devra se réduire à un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à l'axe des Xr-. 

La transformation précédente peut être modifiée. On conçoit, 
en effet, que, par une transformation homographiquc, on puisse 
faire en sorte que chaque point de S' soit déterminé par l'inter- 
section d'une droite, passant par un point fixe O, avec une variété 
linéaire ou hyperplan S^-^, passant par une variété linéaire fixe Sr'_2 
dans l'espace S^' et ne passant pas par le point O. Dans ces condi- 
tions, aux courbes (L) de S correspondent sur S' les sections 
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faites par des hyperpians passant par un point fixe O, et ans. 
courbes (P) les sections faites par des hyperplans passant par la 
variété linéaire Sf-.a, et si D ^ o, la surface S' se réduit à un cône 
de sommet O, 

On peut imaginer biea d'autres transformations analogues aux 
précédentes, qui s'indiqueront d'elles-mêmes d'après la nature du 
problème à traiter. C'est ainsi que, au lieu d'un faisceau auxi- 
liaire (P), on pourra être conduit à prendre un système auxiliaire 
d'un ordre plus élevé ; nous en verrons, à la fin de cette Section, 
lin exemple dans lequel on effectuera une transformation en pre- 
nant simplement un faisceau de courbes (L) et tm réseau arbi- 
traire. Le but principal qu'on se propose est de substituer a\ix 
courbes (L) des courbes planes. 

13. Démontrons maintenant un tbéorèmc important relatif aux 
systèmes linéaires. Soit un système linéaire pour lequel la courbe 
variable d'intersection ne se compose pas des courbes d'un fais- 
ceau, c'est-à-dire poiir lequel, comme nous l'avons vu, on aD >- o. 
Nous allons établir que, dans cette hypothèse, la courbe l'ariable 
d'intersection est nécessairement irréductible. 

Supposons que le théorème soit inexact, et faisons avec trois 
polynômes L la transformation générale indiquée au numéro pré- 
cédent. On prendra 



L^ I.-! i'2 

On aura alors, dans i'espacc à trois dimensions, une surface S' 
dont toutes les sections planes parallèles à l'axe des Z seront 
formées de courbes réductibles, puisque ces sections corres- 
pondent à des courbes du système linéaire. Nous avons donc à 
étudier une surface algébrique irréductible, telle que toutes ses 
sections planes, parallèles à une direction donnée, ou, ce qui re- 
vient au même, par une transformation homographique, telle que 
toutes ses sections planes correspondant à des plans passant 
par un certain point O sont des courbes réductibles. 

Prenons le point O comme origine, et considérons une droite 
arbitraire passant par O, que nous prendrons un moment comme 
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la courbe piane délinie par 

doit, par hypothèse, être réductible, quel que soit le paramètre X. 
Or, pour faire cette décomposition, il faudra résoudre une cer- 
taine équation d'un degré n, 

[i."H-Ai;i'^-'-H... + A„ = u, 

équation dont Jos coefficients A sont fonctions rallonncnes de \. 
A chacune des racines de cette équation correspondra une courbe 
composante, et les courbes composantes seront en nombre n pour 
X arbitraire. Pour un nombre fini de valeurs de X, l'équatioo auxi- 
liaire aura une racine double, et, par suite, on aura un nombre 
fini de plans passant par Os, et tangents à la surface le long 
d'une ligne. La droite Os étant d'ailleurs une droite arbitraire 
passant par O, il y aura donc un système au moins simplement 
infini de plans touchant la surface S' suivant «ne ligne ; celte sur- 
face sera donc développable, et comme les plans tangents de ce 
système passent par un point fixe, ce sera on cône de sommet O. 
En revenant à la transformation initiale, on a un cylindre, et 
les courbes de S' correspondant au système linéaire sur S, 

sont les génératrices de ce cylindre : deux, courbes du sys- 
tème n'ont pas alors de points variables de rencontre, ce qui est 
contre l'hypothèse que la courbe variable d'intersection ne se 
compose pas des courbes d'un faisceau. Le théorème est donc 
démontré. 

14. Terminons ces considérations relatives aux systèmes li- 
néaires tracés sur une surface, en démontrant un théorème relatif 
aux systèmes linéaires in-éductibles, ou à chacune des courbes du 
faisceau dans le cas où D :^ o. Nous allons monli-er que cette 
courbe irréductible ne peut avoir, en dehors de certains points 
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fixes {points bases du système), de points multiples qui n'ap- 
partiennent pas aux lignes multiples de la surface. 

Supposons le contraire, el considérons un faisceau linéaire 
arbitraire de courbes du système (L). Par hypothèse, les courbes 
irréductibles de ce faisceau devraient posséder des points mul- 
tiples variables décrivanl une ligne C simple pour la surface S. 
Employons un mode de représenlatiou analogue à celui employé 
au n" 12, mais dans laquelle, au lieu d'un faisceau auxiliaire, 
nous prendrons on réseau auxiliaire que nous pouvons supposer 
toujours tel que le système simplement infini de courbes de ce ré- 
seau passant par un point de la ligne C ne contienne pas, comme 
conséquence, d'autres points de cette courbe. A la surface S cor- 
respondra alors une surface S' : sur cette surface la courbe C aura 
pour image une courbe simple C ; aux courbes du faisceau (L) cor- 
respondront des courbes planes intersections de S' avec des plans 
passant par une droite d, et, aux courbes du réseau correspondront 
des courbes planes intersections de S' avec des plans passant par 
un point. Par hypothèse, la surface S' serait telle que les sections 
planes passant par une droite auraient des points multiples va- 
riables en dehors des lignes multiples de la surface, sur une courbe 
simple C, ce qui est impossible. 

En effet, un point arbitraire P de G', étant multiple pour une 
section plane déterminée sur S' par un plan passant par nne 
droite d, a comme plan tangent le plan Prf. Mais la tangente au 
point P à C, qui n'est pas située dans ce plan, coupe ce plan ; donc 
le point P est au moins un point double pour S', ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 

IV. — Du second genre {Cureengeschleolu) des surfaces algé- 
briques, et du degpré du système canonique. 

\'6. Nous avons vu comment la considération des intégrales 
doubles de première espèce conduisait au genre géométrique 
d'une surface {Flàcliengeschlecht), introduit par Clebsch dans la 
théorie des surfaces algébriques. M. Noether (') a appelé l'attention 



( ' ) Noether, Zur Théorie des eiiideutîgen Entsprecheiis algebra 
bilde {Math. Annalen, t. VIII, p. 5ao}. 
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sur un second nombre, jooissanl du même caractère d'invariance, 
et qu'il a appelé le second genre de la surface ou Curvenges- 
clilecht. C'est de ce nombre que nous allons maintenant nous 
occuper. 

Considérons le système linéaire formé par les adjointes d'ordre 
m — 4] comme nous l'avons dil{page 189), on l'appelle le jyjfème 
canonique, et nous emploierons indifféremment celte expression 
pour désigner le système linéaire de surfaces on celui des courbes 
correspondantes sur /, Ce système linéaire de surfaces rencontre, 
en général, la surface y suivant une courbe mobile irréductible /, 
les autres courbes de rencontre étant des lignes fixes parmi les- 
quelles se trouvent les courbes multiples de la surface. En nous 
plaçant dans ce cas général, nous pouvons alors parler du genre 
de cette ligne mobile irréductible, c'est le genre de cette courbe 
que M. Noetlier appelle le second genre ou Curvengeschlecht de 
la surface. 

On voit bien aisément, par la considération des intégrales 
doubles de première espèce, que ce nombre est un ini'ariant, 
c'est-à-dire est le même pour deux surfaces qui se correspondent 
par une transformation birationnelle, comme nous en avons con- 
sidéré au n" 7. Reprenons les deux surfaces de ce numéro 

nx,y.,z) = o., F(X, Y, Z)=o, 
se correspondant blrationneilemenl, et désignons par 



If- 



A 



l'intégrale double la plus générale de première espèce de la sur- 
(acef, les a étant des constantes arbitraires et les q les polynômes 
adjoints d'ordre m — 4- Si l'on fait la substitution 

^ = R,(X, Y, Z), 

^=R,(X, Y,Z), 

^ = R3(X, Y, Z), 

cette intégrale double doit se transformer en une intégrale double 
de première espèce relative à la surface F, et qui est, par suite, 



ir- 



c, Qi + a-, Q2 -t- . . . -H =fp, QpJ dX dY 
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les Q éLant des polynômes adjoints d'ordre M — 4 relatifs à Va 
surface F que nous supposons de degré M. On aura donc une 
identité de la forme 

= p{X, Y, Z)KQi(X, Y, Z) +. . .+ vQi'.(^' ^' 2)]' 
3 étant une fonction rationnelle de X, Y, Z, ne dépendant que de 
la transformation, et nullement des paramètres a; son expression 
«st évidemment 

/; D(Ri, RQ 

^ f: d(x, Y) ' 

et dans le déterminant fonctionnel on doit considérer z, R, 
et Rî comme fonctions de X et Y. Do là résulte évidemment 
que la courlje mobile l d'intersection de la surface adjointe 
d'ordre m — 4 

S] 5. -h =15 ?! + . - . -h 3p. ?;,, = o 

avec / a pour correspondante, par la transformation, la courbe 
mobile Ij d'intersection de la surface adjointe d'ordre M — 4 

avec la surface F. Les deus courbes / et L se correspondent ainsi 
point par point et, par suite, elles ont même genre; le second 
genre est donc le même pour deux surfaces se correspondant 
point par point, comme nous l'avons énoncé plus haut. Nous 
désignerons le second genre {') par/)"'. 

16. Deux circonstances diflférentes peuvent se présenter relati- 
vement aux surfaces adjointes d'ordre m — 4- Lî" surface adjointe 
générale de cet ordre peut ne passer par aucun point fixe ou 
aucune courbe fixe de la surface en dehors de certains points 
multiples ou des courbes multiples de la surface. C'est ce qui 
arrive, peut-on dire, le plus souvent; ainsi, pour la surface géné- 
rale d'ordre m, les adjointes d'ordre m — 4î M"i sont des surfaces 



( ' ) On ne confondra pas cet invariant /)'■' et l'invariant jd'*' qui va être intro- 
duit dans un moment avec les deux nombres /i, et ^j antérieurement considÉré.-> 
et relatifs à la Géométrie de situation. 
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quelconques de cet ordre, ne passenl nccessairemenL par aucun 
point fixe de la surface. Mais une autre circonstance peut se ren- 
contrer; il peut arriver que toutes les adjointes d'ordre m — 4 
passent nécessairement par certains points simples de la surface 
ou par certaines courbes simples de la surface. ïl y a dans celte 
circonstance, comme nous aurons bientôt l'occasion de le voir, 
une source de complications assez sérieuses pour la généralité des 
énoncés de certains théorèmes. 

Donnons un exemple de l'une et l'autre des circonstances indi- 
quées. Une surface du cinquième ordre peut avoir deux points 
triples; la droite D qui les joint appartient alors nécessairement 
à la surface. Les adjointes sont ici des plans passant par les deux 
points triples; elles passent par la droite D. 

Considérons en second lieu, avec M. Enriques, une surface du 
cinquième ordre avec deux points doubles A et B qui soient des 
tacnodes; il est aisé de voir que cette circonstance est réalisable. 
La droite AB percera la surface en un autre point G; toutes les 
adjointes d'ordre un sont des plans passant par AB, elles passent 
donc par le point C, et nous avons ainsi un exemple d'une sur- 
face d'ordre m pour laquelle toutes les adjointes d'ordre m ^ /\ 
passent par un même point simple de la surface. 

17. On a supposé expressément, dans la définition dcjo'", que 
la ligne mobile l d'intersection de la surface avec une adjointe 
d'ordre m — 4 était une courbe irréductible. Dans t'hjpolhèse 
contraire, la définition de p'" n'a aucun sens. D'après le théo- 
rème du n" \Z, si la courbe / n'est pas irréductible, elle se com- 
posera des courbes d'un faisceau, et le nombre de ces courbes 
sera au moins égal à 

/)^— T. 

M. Noetlier a établi que ces courbes sont en général de genre 
un. lien sera certainenient ainsi quand on ne se trouvera pas dans 
les circonstances spéciales signalées au numéro précédent; ilpeutj 
avoir exception pour ces cas particuliers. Nous ne sommes pas en 
mesure de donner maintenant la démonstration de ce théorème; 
nous la renverrons au Chapitre suivant comme application des di- 
verses généralités que nous allons développer sur la théorie des 
courbes gauches. 
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Indiquons seulement un exemple particulier où la courbe l est 
réductible!. Reprenons à cet effet les surfaces considérées au n" 9, 
en supposanl que le genre p' de la courbe 
F(À', ,^') = o 

^;oit égal à l'unité. La partie variable de l'intersection de la sur- 
face avec le système canonique sera alors donnée par l'équation 

=:,P,(),, |i) + ...4-=;^P;,(>,, ,LL)=o, 
équation qui, avec 

donnera 'ip ~ 2 systèmes de valeurs (À, p.). Ou aura donc, comme 
partie variable de l'Intersection, un faisceau de 

■>-P -•>- 
courbes du genre itn. 

18. Nous donnerons encore la définition d'un autre nombi'e 
invariant introduit par M. Noelber dans la tbéorie des surfaces 
algébriques, en même temps que/?"*. Ce nouvel invariant est 
le degré du système canonique, en entendant par degré d'un sys- 
tème linéaire, comme dans la Section précédente, le nombre des 
points de rencontre mobiles de deux courbes /. Désignons ce 
degré par p'^' ; les courbes l jouissant de la propriété d'invariance, 
il en est évidemment de même de leurs points de rencontre mo- 
biles. Nous avons donc bien un nombre invariant, c'est-à-dire 
un nombre qui reste le même pour deux surfaces se correspondant 
point par point. Il est d'ailleurs bien entendu que /('^' n'a, 
comme/)"', de sens que si la ligne /, intersection mobile du sys- 
tème canonique avec la surface, est irréductible. Il faut aussi 
qiiep^ soit supérieur à l'unité; pour />, = 2, on aura p'--' ^^a. 

M. Noetliera établi que l'on avait 

y'" =;■'"' — Il 

de sorte que l'on n'a pas, en réalité, un nouvel invariant; cette 
conclusion suppose toutefois que l'on ne se trouve pas dans les 
cas spéciaux du n" 16 : on peut alors avoir simplement l'inégaliié 



y Google 



2IO CHAPITRE vu. 

Nous nous bornons ici à ces énonces, qnî seront justifiés (îans 
le Chapitre suivant; mais, quitte à renvoyer à un Chapitre ulté- 
rieur la démonstration de quelques points particuliers, nous 
avons tenu à introduire ensemble dans ce Chapitre les trois 
nombres fondamentaux 

particulièrement étudiés par M. Noether. 

19. Terminons ce Chapitre par une remarque générale sur l;i 
transformation d'une surfaceyau moyen de ses surfaces adjointes 
d'ordre m — 4- Plaçons-nous dans le cas générai où le système 
canonique est un système linéaire simple (au sens de la Section 
précédente), et soit 

Prenons alors quatre polynômes adjoints quelconques d'ordre 



que nous assujettirons seulement à passer par /)^ — 4 points pris 
arbitrairement sur la surface. 

Nous pouvons nous servir de ces polynômes pour faire, comme 
au n" 12, une transformation de la surface; on posera 

^^-q;' ^-q.' ^-q; 

Nous aurons ainsi une surface F qui correspondra point par point 
à la surface /; son degré sera égal au degré du système linéaire 

On peut donc transformer birationnellement la surface J 
en une surface de degré M; c'est là un théorème tout à fait ana- 
logue à la proposition de la théorie des courbes algébrlqiies, 
d'après laquelle une courbe plane de genre/) peut (sauf le cas hy- 
pcrellip tique) être transformée en une courbe de degré/» + i. 
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Les sections planes de la surface F correspondent anx courbes 
dn système linéaire (L); elles seront donc de genre p'-^''. 

Pour indiquer un exemple, considérons nne surface du septième 
degré avec une conique triple C et un point triple isolé A. Les 
adjointes du troisième degré, qiie nous avons à considérer, se 
composent des surfaces du troisième degré ayant C pour conique 
double el passant par, le point A. Ces surfaces se décomposent 
nécessairement et sont formées du plan de la conique et d'une 
qaadriquc passant par C et par A; on aura donc 

On a ici 



comme on le voil, en considérant la conique intersection de deux 
quadriques passant par C. Elle a quatorze points de rencontre 
avec la surface; or, deux de ces points sont sur C, et chacun 
d'eux compte pour trois, un autre est en A el compte également 
pour trois; on aura donc seulement cinq points de rencontre 
mobiles. D'après ce qui a été dit ci-dessiis, la surface considérée 
du septième ordre correspond point par point à une surface du 
cinquième ordre. 
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CHAPITRE VIIL 



SUR LKS COUKIÎES r.AUCIIES ALGÉBRIQUES ET LA FOR- 
MULE SUSCEPTIBLE I)E DONNER LE GENIîK D'UNE SUR- 
FACE. 



I. — Quelques formules relatives aux courbes gauches algébriques; 
surfaces adjointes à une courbe gauche. 

1. Avant d'étudier les surfaces passant par une courbe gauclie, 
nous avons besoin de rappeler quelques théorèmes et formules 
relatifs aux courbes gauches ('). Nous nous limiterons essen- 
tiellement aux parties qui nous seront utiles pour la théorie des 
surfaces algébriques. 

Une courbe gauche algébrique C est dite d'ordre ou de degré 
m, si sa perspective prise d'un point arbitraire de l'espace sur un 
plan quelconque est une courbe algébrique d'ordre m. Si l'oïi 
suppose cette perspective faite parallèlement à l'axe des z. on 
aura évidemment pour tous les points de la courbe 



/représentant une courbe plane irréductible d'ordre m, et a et i 
étant des polynômes en œ et y de degrés respectifs n f-t n — i, 
tels que la courbe ^d = o passe par les points d'intersection de 
y=: o et i =; o. Telle est la représentation employée par Cayley 
pour une courbe gauche. Les deux équations précédentes ne sont 
pas vérifiées seulement par la courbe, mais par uu certain nombre 



(1) On trouvera dans la Géométrie à trois dimensions, de Saimon, la biblio- 
graphie des travaux de Cayle; et de Saimon sur les courbes gauches algÉbi-iqucs. 
Deui Mémoires considérables sur ce sujet ont été publiés en 1882; ce sont les 
travaux d'Halphen {Journal de l'École Polytechnique, 1883) et de Nocthcr 
{Mémoires de l'Académie de Berlin, i88î ). 
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de droites parallèles à Os, qui correspoudenl ans solutions com- 
munes aux trois éqnations/= o, f = o, 'ff = o. 

Le faii que toute courbe gauche devient ainsi, par l'adjonction 
de lignes droites, l'intersection complète de deux surfaces, rend 
évidente cette propriété, souvent admise sans démonstration, 
qu'une courbe gauche de degré m rencontre en mu. points une 
surface d'ordre \k. 

Au lieu de la représentation de Cajiej on peut se servir d'une 
représentation paramétrique. Il est possible de faire correspondre 
uniformément les points d'une courbe gauche à ceux d'une courlie 
])!ane 

■f(ti)=i. 

On aura alors pour un point arbitraire {x,}', =) de la courbe 
gauche 

^ = R,(;, VI), 

les R étant rationnelles en (^, vi). On peut supposer, en effectuant 
une transformation homographique arbitraire, que les trois fonc- 
tions rationnelles R ont les mêmes pôles sur la surface de Riemann 
définie par l'équation '.p ^^ o et que ces pôles sont simples. Si [x 
est leur nombre, le degré de la courbe gauche sera égal à \>., 
comme on le voit de suite en cherchant l'intersection de la courbe 
avec un plan quelconque. 

Ces généralités indiquées, nous allons considérer une courbe 
gauche C d'ordre m, n'ayant d'autres singularités qu'un certain 
nombre t de points triples à tangentes distinctes. Deux nombres 
jouent un rôle important dans l'étude des courbes gauches. Le 
premier est le nombre h des sécantes doubles de la courbe passant 
par un point arbitraire A de l'espace; dans ce nombre h ne 
figurent pas les droites passant par A et les points triples de la 
courbe; on appelle h le nombre des points doubles apparents de 
la courbe. Le second est le rang r do la courbe, c'est-à-dire le 
degré de la développable formée par les tangentes à la courbe 
gauche. Il est facile d'avoir l'expression de /■ à l'aide de m, h et (. 
Considérons, en effet, le cône ajant pour sommet A et pour direc- 
trice la courbe; la classe de ce cône sera égale à /■, car, par une 
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droite arbitraire D passant par A, on peut 

tangents à ce cône qu'il y a de tangentes à la courbi 
D ; on a donc, d'après la formule de PJiicki 






it de plans 
encontrant 



„{„, 



■■)- 



puisqu'une section plane du cône est une courbe de 
avec h points doubles et t points triples. 



degré 



i. Considérons, en particuliei 
nplète de deux surfaces 



't G est rinLersecli 



de degrés ja et v. Nous nous plaçons d'ailleurs dans le cas le plus 
général correspondant aux hjpollièses faites sur la nature de la 
courbe. Par suite, si C avait un point triple, les deux surfaces 
auraient chacune un point conique ordinaire en ce point, et il y 
aurait pour l'intersection de / et œ quatre branches de courbes 
passant par ce point; la courbe C ne serait pas alors l'intersection 
complète. Nous devons donc, dans cette hypothèse, considérer une 
courbe sans points triples. Pour calculer r et h, on peut procédei' 
de diverses manières; commençons par le calcul de r. Soient 

les équations d'une tangente à la courbe C intersection de /et <f. 
Nous avons à chercher le nombre de ces tangentes renoontraiU 
une droite arbitraire 



AX + BY H- GZ -hD =o, 
A.'X-hB'Y-i-C'Z + D'=o. 



î l'équation 



/; /;■ n /; 



A' i.r c D' 
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cette équation est de degré a + v ^ — a, et par suite 

Tja formule, donnée pttis haut potir r (en j faisant l = o), 
donne alors 

/.,''■''--;'"-". 

Il ne sera pas inutile de vérifier ce nombre par un calcul direct. 
Cherchons l'équation du cône ayant pour sommet un point 
(x', y, z') de la courbe et aj'ant celle-ci pour directrice ; soit x, 
y, s un point quelconque de ce cône. La droite passant par les 
deux points (_x,y, z, t) et {x' , y' , z' , l'), a pour coordonnées 
d'un quelconque de ses points 

X'-\-'kX, y-'-'/^y, 3'H-)i3, t'-h\t. 

On devra donc avoir pour une valeur de X 
ce qui peut s'écrire 

En éliminant X entre ces équations, on a une équation qui, on 
le vérifie aisément, est de degré 



en {a:\y', s'). Donc, pour {x,y, z) donné arbitrairement dans 
l'espace, on aura 

ixv([i-l)(v-j) 

valeurs de (x', y', z') correspondant à des points de G {qui est de 
degré ^v), telles que la droite joignant {^j J', z) et {x',y', z') 
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ii-lje en un seconrl polnl. Par 



5 l'avions irouvé plus haut. 



3. Supposons inalnlenant que la coiubeC de degré m soii seu- 
lemeni l'intersection partielle de deux surfaces de degrés [a et v; 
désignons par C la courbe complémentaire d'intersection dont m' 
désignera le degré ; on a 



Si la courbe C a un point triple, la courbe C passera par ec 
point triple, qui sera pour elle un point simple dans les circon- 
stances générales où nous nous plaçons. Revenons à la surface (i) 
considérée au numéro précédent. Les 

points de rencontre de cette surface avec la courbe C se composent 
des points de rencontre de r tangentes de la courbe avec la droite 
arbitraire; mais, de plus, la surface (i) passe par les points de 
rencontre de C et de C, pnîsqu'en ces points les deux surfaces/ 
et tp sont tangentes et que, par suite, les dérivées premières de / 
et (p sont proportionnelles. Soit 9 le nombre des points de ren- 
contre de C et de C en dehors des points triples de C; d'antre 
pari, la surface (i) passe par les (points triples de Cet a ces points 
pour points doubles. On a donc 

formule qui va nous être utile dans un moment. 

4, Nous pouvons maintenant définir les surfaces adjointes à 
une courbe gauche. Soit toujours la courbe gaucbe C, et considé- 
rons comme ci-dessus deux surfaces / et » de degrés respective- 
ment égaux à [j. et V passant par cette courbe gauche. Ces surfaces 
auront en commun une seconde courbe C. Envisageons une sur- 
face S arbitraire de degré 
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passant par G' et ayant comme points doubles les t points triples 
de C. Cherchons quel va être le nombre des points de renconti'e 
de la surface S avec C, en dehors des t points triples et des 6 
autres points communs à C et à C. Ce nombre sera égal à 

m([n-v — 4)— — 6(, 
ou, d'après la formule du numéro précédent, à 

c'est-à-dire 

Or, le rang de C est donné (n" 1) par 

On aura doue pour le nombre cherché 

m(m~'3)—2h — i:,t = (m — i)(m. — ->.)—2h — iie - -1, 

nombre qui est égal à 

■>.p — ■>., 

en désignant par/» le genre de la courbe gauche de C, c'est-à-dire 
le genre de sa perspective sur un plan arbitraire et d'un point de 
vue arbitraire, La surface S considérée rencontre donc la 
courbe C en ip — a points en dehors des points communs à C 
et à C. 

On donne aux surfaces S le nom de surfaces adjointes à la. 
courbe gauche C; il y a, comme on voit, un très grand degré 
d'arbitraire dans leur définition, puisqu'on peut prendre arbitrai- 
rement les surfaces f et <f passant par C. Ces surfaces adjointes 
rappellent les courbes adjointes d'ordre m — 3 dans la théorie 
des courbes algébriques par cette propriété remarquable d'avoir, 
en dehors de certains points assignables a priori, un nombre 
■ip — 2 de points de rencontre avec la courbe, en désignant par/» 
le genre de la courbe ( ' ). 

(') La nolion de surface adjointe à une cuuibe gauclie est due ù M. Noetliur 
{Math. Annalen, t. VIII, p. 5iii). M. Noether ne démontre pas seulement qu'uce 
surface arbitraire S passant par C rencontre C en ^p — a points; il établit de 
plus que ce groupe de îp — a points sur la courbe c; dépend de jD— ' arbi- 
traires. Nous n'aurons pas besoin, dans la suite, de ce dernier point, dont la 
démonstration est assez délicate. 
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Comme exemple, prenons le cas général où C serait l'inlersec- 
lion complète de deux surfaces /et <f d'ordre p; et v; une surface 
arbitraire d'ordre |a + v — 4 ssl alors une surface adjointe de C. 

2/. — a = nv([x^-/ — .'i), 

p étant le genre de la courbe C. On peut le vérifier, si l'on veut, 
avec les formules du n° 2, puisque 



3. On peut présenter d'une manière plus large la définition des 
surfaces adjointes à une courbe gauche en se plaçant dans le cas 
plus général où les deux surfaces y et (p auraient la courbe C, ou, 
d'une manière plus générale, les courbes C, si la courbe désignée 
par C se décompose, comme courbes multiples d'un degré quel- 
conque de multiplicité. On doit supposer que la surface d'ordre 
^ + v — 4; passant par les courbes C, se comporte d'une ma- 
nière convenable aux points de rencontre a des courbes C avec C. 
On évitera toute difficulté en considérant la surface S 



M B' C D' 



déjà envisagée au n" 2. Celte surface S est de degré [i. + v — i, et 
elle se comporte d'une certaine manière aux points a, chacun de 
ces points comptant pour un nombre déterminé d'unités dans l'é- 
valuation du nombre des points de rencontre de S avec C. Or, 
supposons maintenant que l'on considère une surface S, d'ordre 
|j.-|-v — 4; passant par les points a, et se comportant, relative- 
ment à son intersection avec G en ces points a, comme la surface 
S. Une telle surface S aura, en dehors des a, un certain nombre 
de points de rencontre qu'il est facile d'évaluer. En effet, le 
nombre des points de rencontre de S avec C est. en dehors des 
points a, égal à r ; par suite, en désignant par a la part des points 
a dans l'évaluation du nombre des points de rencontre de C avec 
S, on a 
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Pour la surface S, le nombre des points de rencontre en dehors 
des a sera 

d'après riiypolhése faite sur la manière dont 2 se comporte aux 
points a. On aura donc, pour le nombre cherché, 



c'est-à-dire -ip — 2. Nous retombons donc sur le même résultat 
que plus haut, en envisageant les surfaces adjointes à la courbe 
gauche sous un point de vue plus général. 



II. — Sur une relation entre les invariants /;'" et p'^' 
d'une surface algébrique. 

tï. Nous ferons de suite une application de îa notion des sur- 
faces adjointes à une courbe gauche, en démontrant un résultat 
relatif aux invariants y>"' etjO'^' définis au Chapitre précédent. 
JVous considérons l'adjointe générale Q d'ordre m — 4 d'une sur- 
face/ de degré m, et nous nous plaçons dans le cas où la partie 
variable l de l'intersection de Q avec /est irréductible. 

Supposons d'abord, comme il arrivera en général, que l'adjointe 
générale Q n'ait aucune partie fixe commune avec /en dehors des 
lignes multiples et des points multiples isolés de la surface. Si 
donc nous nous bornons au cas des singularités que nous appelons 
ordinaires, nous supposerons que la seule ligne commune à /et à 
toutes les surfaces du système canonique est la ligne double de la 
surface. Envisageons une ligne déterminée, d'ailleurs quelconque, 
Id, intersection partielle de / avec une certaine adjointe Qo. 
Les surfaces adjointes à la courbe l^ sont d'ordre 

Les points triples de la courbe double, si elle en a, ne présen- 
teront aucune particularité, car la ligne l^ ne passe pas en général 
par ces points. Les points a de rencontre de l^ avec la courbe 
double devront compter pour deux dans l'évaluation du nombre 
des points de rencontre de ^0 avec ses surfaces adjointes; on vé- 
rifie en effet facilement que la surface (S) du n" 5 est tangente en 
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un point a. a ]a nappe de la surface passant par ce point qui 
contient la ligne la- Ceci posé, parmi les surfaces adjointes à l^ 
se trouvent les surfaces 
(s) SA«Q,Qi=o 

{les A étant des constantes), Q/ el Qa étant deux polynômes 
adjoints du système canonique. En particulier, la surface décom- 
posable 

peut jouer le rôle d'une surface adjointe à la ligue ft)- Le nombfc 
des points de rencontre de cette surface avec l(„ en dehors de la 
courbe double, et, par conséquent, le nombre des points de ren- 
contre variables avec les A de la surface (a) sera 



puisqu'il y apl^l points pour chacune des surfaces Qj et Q*. Mais 
nous savons, d'autre part, d'après le numéro précédent, que ce 
nombre est égala 

2//1I — a. 

On a, par suite, la relation importante (') 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que toutes les 
adjointes Q ne passent pas par un même point simple ou n'ont 
pas en commun une même ligne simple X de la surface. Prenons 
d'abord le premier de ces cas particuliers. Les points simples 
isolés communs à toutes les surfaces Q figureront parmi les 



points de rencontre de /„ avec une surface adjointe à cette c 
ils ne seront pas compris, au contraire, parmi les 



points de rencontre (variables avec les A) de la surface (2) avec („. 



(') Cette relation est due à M. Noether {Math. Aiinulen, t. VUl, p. ôai); les 
cas d'exception qui vont être signalés onl été indiqués par MM. Castelnuovo et 
Enriques {Math. Annalen, t. XLVIII, p. aSi). 
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On aura donc 

et, par suilc, 

/l'i' </>'"— 1. 

S'il y avait une ligne simple X qui reacontràt la en dehors de la 
ligne multiple, un point de rencontre ^ ne compterait pas parmi 
les 2/>'" — a points variables de rencontre de (a avec une de ses 
adjointes, et îl compterait seulement pour un dans le nombre total 
des points de rencontre de !„ avec cette dernière surface. Pour la 
surface (2), le point p compte pour deux dans le nombre total 
des points de rencontre de cette surface avec l„. Par conséqueni, 
les a/>'^' points de rencontre variables de (a) avec l« sont en 
nombre inférieur à 2/)'" — 2, et ('on retombe encore sur l'iné- 
galité 

qui remplace l'égalité de Noether dans le cas particulier in- 
diqué. 

Un exemple de cette dernière circonstance nous sera fourni par 
la surface déjà considérée du cinquième degré possédant deux 
tacnodes (Gbap. VII, n° 16). On a pour cette surface 



puisque les adjointes d'ordre m — 4 ^ont ici des plans pivotant 
autour de la droite joignant les tacnodes, et que ces sections sont 
alors des courbes du cinquième degré ayant deux points doubles 
aux points où la courbe a un contact avec elle-même (points 
équivalents à deux points doubles ordinaires). On a, d'autre part, 
évidemment 

et, par suite, on a l'inégalité ci-dessus et non l'égalité. Nods 
sommes dans le cas où il existe un point simple commun à toutes 
les adjointes Q; c'est le point où la droite joignant les tacnodes 
rencontre la surface. 

Dans l'exemple donné (loc. cit.) d'une surface du cinqulc'iuc 
degré avec deux points triples, on a 



y Google 



CHAPIIRK Vin. 



etrcgalité est vénfiée; il y a bien ici une ligne ). (la dioite joi- 
gnant les deux points triples), mais la ligne / ne rencontre pas X 
en dehors des points multiples. 

Reprenons pareillement l'exemple également considéré anté- 
rieurement, d'une surface du septième ordre avec une conique 
triple etrin point triple isolé. On avait alors 



Il y a ici une droite simple par laquelle passent tontes les 
adjointes d'ordre trois, mais il est visible que les lignes / ne ren- 
contrent pas cette droite ; on aura donc 



et, pai 



7. Nous avons, dans le numéro précédent, considéré le cas où 
la courbe variable d'intersection l de la surface / avec le système 
canonique est irréductible. Voyons ce que l'on pourrait dire dans 
le cas où la ligne t serait décomposable. D'après un théorème 
général du Chapitre précédent {n° 13), nous savons que la ligne / 
se composera des courbes d'un faisceau, et ces courbes seront en 
nombre au moins égal à 

On peut établir que, si nous ne sommes pas dans le cas excep- 
tionnel visé plus haut où toutes les surfaces du système cano- 
nique passent par certains éléments simples de /, toutes ces 
courbes sont de genre un. Prenons une de ces courbes, soit C; 
on peut encore considérer comme surfaces adjointes à la courbe G 
la surface 

mais cette surface n'a aucun point commun avec C puisque par 
un point simple de la surface ne passe qu'une courbe du faisceau. 
Le nombre a/:»*" — ^ se réduit donc à zéro, et l'on a 



Quant au nombre des courbes C, il est au moins égal à 
il peut lui être supérieur, comme le montre l'exemple c 
du Chapitre précédent. 
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La coDchision p'" = i pcul être inexacte, si l'on se trouve dans 
le cas exceptionoel. L'exemple, déjà plusieurs fois considéré d'une 
surface du cinquième degré avec deux tacnodes, suffit à le mon- 
trer. Nous avions alors Pg= 2 el, par suite, \in faisceau linéaire ; 
nous avons vu que l'on avait p"' ^= a- 

II a été implicitement supposé, dans tout ce qui préccdc, que 
Pg était supérieur à un. Quand /)^= t, on aura une seule adjointe 

La courbe d'intersection l de Q) avec la surface, en dehors de ia 
ligne double, étant supposée irréductible, il arrive, dans bien 
des cas, que cette courbe est unicursale. Mais l'exemple suivant, 
indiqué par M. Castelnuovo, montre que cette conclusion n'est 
pas nécessaire. 

Considérons, en effet, une surface du cinquième ordre passant 
par une section conique, et ajanl trois tacnodes A, B, C situés 
sur cette courbe. Cette surface n'a qu'une seule surface adjointe 
d'ordre m — 4, à savoir le plan ABC, puisque l'ordre des surfaces 
adjointes est ici égal à 5 — 4 = 't ^t qu'elles doivent passer par 
les trois points A, B, C. L'intersection du plan ABC avec la sur- 
face se compose de la section conique et d'une cubique passant 
par le point A, B, C, considérés comme simples, et celte dernière 
courbe, ayant un genre plus grand que zéro, n'est pas unicursale. 

III. — Sur le nombre des conditions exprimant qu'une surface 
passe par une courbe gauche. 

8. La recherche du nombre des conditions exprimant qu'une 
surface algébrique de degré donné passe par une courbe gauche 
donnée présente d'assez grandes difficultés. Commençons par 
démontrer un théorème qui fera connaître une limite supérieure 
pour ce nombre de conditions, 

B éprenons, à cet effet, la représentation paramétrique indiquée 
au n" 1 , Nous aurons, pour la courbe gauche, 

fil ij) = 0, (d'un degré l et d'un genre p), 

les R étant des fonctions rationnelles de (^, ï,) ayant 1;/ pôles 
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simples communs sur la surface c!e Kiemann o; la courbe gauche 
sera de genre p ei de degré d. 

Soit un poljnome arbitraire V{x,y,z) de degré m en x, y., s; 
substituons dans ¥ kx,y,s les valeurs précédentes. L'expression 

devient alors une fonction rationnelle de (^, Tj) avec d pôles 
d'ordre m, ce qui équivaut à md pôles simples. Or le nombre 
des arbitraires figurant dans une fonction rationnelle ayant md 
pôles donnés est, d'après le théorème de Riemann-Roch, 

T désignant le nombre des adjointes d'ordre ). — 3 passant par 
les md pôles. Par suite, si 

i:id > ip — -2, 
■s sera nécessairement nul, et le nombre des arbitraires sera 

L'expression F pourra alors se mettre sous la forme 

0| J, -[- aj J5 4- . . 4- a/, J/,, 

les J étant des fonctions rationnelles déterminées de {^, -i\), les a 
dépendant des coefficients du polynôme F : si l'on veut que la 

surface 

F(.^,j',^) = f 

passe par la courbe gaucbe, i! faudra que 



On aura donc un nombre de conditions égal à h, ou à un nombre 
moindre, s'il se trouvait que ces équations ne soient pas distinctes. 
Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante ; 

Le nombre des conditions N,„, exprimajii qu une surface de 
degré m passe par une courbe gauche de degré d et de genre 
p, est au plus égal à 

en supposant que l'on ait 

md > ip — ■>.. 
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9. Le théorème précédent ne donne qu'une limite supérieure. 
Dans des cas très étendus, cette limite supérieure représente le 
nombre véritable. Bornons-nous, pour le moment, au cas où la 
courbe gaucbe n'a aucun point multiple; on peut alors affirmer 
que 

]V,„= ind—p^i, 

si, la courbe gauche étant donnée, le nombre m est pris suffi- 
samment grand. 

La démonstration de ce théorème est asse^ délicate. Nous allons 
d'abord examiner le cas particulier où la courbe serait l'intersec- 
lion complète de deux surfaces 

/étant de degré [x et o de degré y. Deux circonstances sont à exa- 
miner suivant que m est inférieur ou supérieur à ^ -f- v ; soit 
d'abord 

D'après un théorème dont nous avons déjà plusieurs fois fait 
usage, toute surface passant par l'intersection de / et cp a son 
équation de la forme 

u étant de degré v — S, et i^ de degré \t. — S. Le nombre des arbi- 
traires figurant dans l'équation de la surface est donc au plus 



Par suite le nombre N^ des conditions exprimant qu'une surface 
de degré m passe par la courbe est au moins égal à 



et, en réduisant cette expression, on trouve 

i„.,„^..-,i^.,.^ <°'-)<°-'"'-^ . 
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Or il est facile d'évaluer le g-enre p île la courbe, piilsquo 
(d" 2} le nombre des points doubles apparents est égal à 



D'autre part, comme on a d^'x-i, l'espressiori précédente 
devient 

„.i_,^,^('\r'>(l-_il(i^), 

et nous trouvons ainsi 



(3„i)(3_,.)(S_S) 



Supposons maintenant que m soit supérieor 5 [^ -h ''j soit 
m = [J. + -I -^ 5. 
Les surfaces, passant par la courbe, sont totijonrs de la ibrmc 

M étant de degré v + 3, et f de degré [i -1- 5. Mais on peut rem- 
placer u par II + ti)rp, et v par c — wf, le poljnome w étant de 
degré S; le nombre des arbitraires figurant dans l'équation de la 
surface est alors au plus 



et la différence 

représente le minimum du nombre N„, cberché des conditions, 
pour qu'une surface de degré m passe par la courbe; cette ex- 
pression se réduit ici à 

et l'on aura par suite 

Nous concluons de l'analyse précédente que l'inégalité (2) a 
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lieu pour les sur/aces de degré supérieur à 

Mais, d'autre pari, nous savons, d'après le ûiiméro précédent, 
que l'on a 

(3) N,„lm^;-/n-T, 
dans le cas où 

(4) md'> ip — 3. 

Or, en posant m -- |a + v + S, l'inégalité précédente donne 

|iv(^> + v + S)>C|xv-.)(F'-^)-|^v{,x-,)(v~i)-'i, 

Par conséquent, la condition (4) sera vérifiée pour les surfaces 
de degré supérieur à jx4-v^4) "^ nous pouvons déduire des 
inégalités {2} CI. (,?) 

N,„ = md -~ p -\- \ , 
dans le cas où 

Le théorème énoncé est donc démontré pour le cns particulier 
considéré, et nous avons une limite du nombre m. 

10. Examinons maintenant le cas où la courbe G n'est pas 
l'intersection complète de deux surfaces, et supposons qu'on 
puisse faire passer, par la courbe C, deux surfaces de degré ^ et v, 
l'intersection de ces surfaces se complétant par une courbe irré- 
ductible C sans point singulier, dont nous désignerons le degré 
par d' . Envisageons une surface arbitraire S, passant par C, et de 
degré m supérieur à ]>.-]--> — 4- Une telle surface coupe C, en 
dehors des 9 points communs à C el à O, en un nombre de points 
égal à 

comme il résulte de suite des considérations présentées au n" S, 
Les surfaces S déterminent donc sur G' un groupe linéaire de 
points dont le nombre est égal à l'expression précédente, et ce 
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groupe de points dépend, d'après un corollaire du théorème de 
Riemann-RochC), au plus do 

constanles arbitraires. Le nombre des conditions pour qu'une 
surface S, passant par C, passe aussi par C sera donc an plus 
égal à 

car, si l'on fait passer la surface S par des points arbitraires de C 
en nombre égal à ce dernier nombre, la surface devra contenir C 
puisque le groupe des points de rencontre dépend d'une arbitraire 
de moins. 

Ceci posé, le nombre des condilions pour qu'une surface S, de 
degré m, passe par C est 

nid —p -1- [ — t (î^o); 



(') Le corollaire du théorème de Riemann-Roch dont nous noa s servons ici est 
le suivant. Soit considéré sur une courbe C un groupe linéaire de points va- 
riables en nombre |j, ( [j. >• ï/j — ■ s ); l'ordre de ce groupe, c'est-à-dire le nombre 
des points qui peuvent être pris avbitiaireraent dans un groupe, est au plus égal 
à |i — p. On peut d'ailleurs démontrer directement ce résultat en ie rattachant 
au théorème d'Abel. Supposons, en effet, que l'ordre du groupe soit supérieur à 
li—p, par exemple soit égal i. ^l.-~p-^-I■, prenons sur la courbe /i points arbi- 
traires A|, Aj, ..., A . Par ces points on peut faire passer au moins une courbe 
du système linéaire, puisque 

/><[!■-/' + '; 



cette courbe rencontrera C en un certain nombre do points B (en dehors 
points bases du sjstème linéaire) égal à !^~pi et comme 

)>- — P< ['— iJ + i. 
on pourra, par les points B, faire passer une courbe du système linéaire dé| 
dant d'au moins un paramètre. Appliquons alors aux p points de rencontre 
riables de cette courbe avec la courbe G le théorème d'Abel ; nous aurons 
appelant ces points (^i,y,), ..., (x^.y^), 

(i,(.x^,y,)da:, + ...+ qA^^,y^)dx^ = a (i = ,, î, . ,.,/,), 

les Q étant les adjointes relatives aux intégrales de première espèce. Mais 
égalités précédentes on conclut que le déterminant 

IQ,-(3:,,.J'^)I ((,ft = i, 2,. ..,/') 
s A pris arbiti 
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d'autre part, le Dombre des cooditions pour qu'une surface de 
degro )n, passant déjà par C, passe par C esl, comme nous venons 
de le voir, 

d'[m-ii^ ^ . - 4)] -+-p'-i- ■^\ (^'ïo). 
On suppose d'ailleurs que l'on a les deux inégalités 
md > ip — 2, ?« > |i + ■! — 4. 

Le nombre des conditions pour qu'une surface de degré m passe 
par C et C est donc représenté par l'expression 

(5) „,rf_^ + ,+ ,/'[m^(^-Hv-^)] +/>'-.-£- s'. 

Mais nous savons (n" 9) que le nombre des conditions pour 
qu'une surface de degré m passe par l'intersection de deux sur- 
faces de degrés respectifs fx et v a pour minimum l'expression E 
du numéro précédent : ce nombre est, par suite, égal à 

(6) ,„._ M tl-_> =<)+,, ,,s<„. 

Nous devons donc égaler (5) et (6), ce qui donne, en se rappe- 
lant que d -j-d'^ [iv, 

Or il esl facile d'avoir la valeur du premier membre ; si r' et h 
désignent le rang de la courbe Cet le nombre de ses points 
doubles apparents, comme /- et h désignent les mêmes nombres 
pour la courbe G, on a 

r = d{d—i) — y.h, r' = d' {d' — i) — %h\ 

r-=Md-i)+- -ip, r'= i{d'—\) -H ip'; 
donc 

,-r'=-Md-d')^^{p-p). 

Mais des égalités obtenues au n" 3, 
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dotic 

ï(/'-/'') = C'^-''')(i'---'-4), 

el le premier membre de réqualion (7) se rcdiiil à 



-rf'(^4 



c'est-à-dire à zéro. On a, par suite, 



puisque ces trois quanlilés sont positives. Le nombre des condi- 
tions pour qu'une surface S de degré m passe par la courbe 
considérée C est donc représenté exactement par 



On suppose, bien entendu, remplies les eonditions du com- 
mencement de ee nunaéro, c'esl-à-dire que C est une partie de 
i'inlerseelion de deux surfaees de degré ^ et v, cette intersection 
se complétant par une courbe irréductible C, et de plus m satis- 
fait aux deux inégalités 

md> a/1 --a, m > [i -h v — 4. 
Nous voyons donc que, pour m suffisamment grand, on a 
exactement le nombre cherché de conditions ('). 

H. Nous allons indiquer une autre méthode pour établir !e 
théorème précédent; elle donnera, dans bien des cas, une limite 
de m supérieure à celle que nous venons de trouver, mais elle a 
l'avantage d'être pius rapide. Nous l'empruntons à iin Mémoire 
de M. Casleln«ovo(^). 



(') M, Noether énonce et démontre rapidement le résultat précédent à la p. 46 
de son Mémoire cité plus haut sur les courbes gauches {Mémoires de l'Académie 
de Berlin, 18S2); quelques points de la démonstration nous ayant paru avoir 
besoin de développements, nous avons suivi une tout autre voie. 

C) G. Castelndovo, Sut mutlipli di una série lineare di gruppi di puati 
appartenente ad una curva algebricha {Jiendîcoitti det circolo maiheinalico 
di Palei-mo, iSgS). 
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Prenons un point de vue arbiLraire etprojeLons la courbe gauche 
C su rim plan quelconque; la perspective sera une courbe F ayant A 
points doubles correspondant aux couples de points {«,,133), 
(6i, ta), . • ., de la courbe C. Considérons les adjointes d'ordre k 
à r, c'est-à-dire les courbes d'ordre k passant par les h points 
doubles [k^d— ^); ces adjointes rencontrent, en dehors des 
points doubles, la courbe T en 



points variables, et l'on sait que Vordre de ce groupe de points 
est égal à 

kd — th -p, 

c'est-à-dire que, parmi les ^>^ — 2 /i points, on peut en prendre 
arbitrairement kd — 2A — p, les/> autres étant déterminés par 
ceux-ci. On a alors un ensemble correspondanl de cônes d'ordre/: 
ayant pour sommet le centrede projection, et pour directrices 
les adjointes d'ordre kkV. 

Considérons, d'autre part, l'intersection de la courbe avec une 
surface quelconque d'ordre k{k ^d— 2) passant par les 2 h points 
(a,,ai), (b,,bî), . , .. Nous aurons kd — 2/1 points en dehors 
des points fixes. 

Cet ensemble de points dépend d'au moins 



arbitraires, puisque les cônes considérés ci-dessus font partie des 
surfaces qui nous occupent; d'aiilre part, le nombre des arbi- 
traires, dans l'ensemble de points, ne peut pas dépendre de plus 
de kd — 2 h — p arbitraires, d'après la remarque dont nous avons 
déjà fait usage au n" 10 (voirla. note). 

Ainsi donc le groupe de points variables, détachés sur la 
coiirbe C par toutes les surfaces passant par les points {ai, «a), 
{6,, ia), . .., dépend exactement de kd — 2/1 —p arbitraires, c'est- 
à-dire que kd — 2/i —p de ces points peuvent être pris arbitrai- 
rement, la position des autres en résultant. 

Nous allons déduire de là le nombre de constantes arbitraires 
dont dépend réellement le groupe de points détaché sur la 
courbe C par l'ensemble des surfaces d'ordre k. Montrons que ce 
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nombre est égal à kd — p. Il suffit, pour cola, de montrer que le 
nombre des conditions pour qu'une surface passe par (a,, «a), 
{p\ ) ^2)t ■ ■ ■ esl précisément égal à %h et ne lui est pas inférieur ; 
nous n'aurons donc qu'à ajouter ih au nombre des conditions 
déjà trouvé kd — ih — /> et nous trouverons ainsi kd — p. Il en 
résultera que le groupe des points de rencontre de G avec une 
surfaced'ordre A- dépend d'au moins ^(^^/? arbitraires, et, comme 
il ne peut lui être supérieur, la proposition sera établie. Or, il est 
aisé de voir que les 2 A points 

sont bien indépendants les uns des autres au point de vue du 
nombre des conditions imposées à une surface d'ordre k passant 
par ces points ; en effet, dans le cas contraire, une surface 
d'ordre k passant par a A — 1 de ces points passerait nécessaire- 
ment parle dernier. Mais cela n'est pas possible, car on peut avoir, 
par exemple, une surface d'ordre k passant par «a, ôi, An, • . ■ et 
ne passant pas par a,. Pour le montrer, prenons un cône ayant 
pour sommet le point projetant considéré plus haut, et pour direc- 
trice une adjointe d'ordre k — i (qui est au moins égal à ci — 3). 
Ce cône peut passer par 6,, 62, ... et ne pas passer par a^, car 
on sait, d'après la théorie des courbes planes, qu'une courbe 
d'ordre supérieur ou égal k d — 3 peut passer par certains points 
doubles de la courbe sans passer par les autres. A la surface co- 
nique précédente adjoignons un plan quelconque passant par «^j 
on aura une surface cbercliée passant par tous les points (a, b, . . .), 
sauf par le point a^. 

En résumé, nous pouvons affirmer que le groupe des points 
de rencontre de la courbe C avec une surjace d'ordre k dé- 
pend exactement de kd — p arbitraires. Ces raisonnements 
supposent 

Il résulte du théorème précédent qu'âne surface d'ordre k, 
assujettie à passer par 

points choisis arbitraii-ement sur C, contient nécessairement la 
courbe. Ainsi se trouve établi le théorème que nous avions en 
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vue : le nombre des conditions exprimant qu^une surface 
d'ordre k{k^d — 2) passe par la courbe C est égal à 

kd—p-\-i. 

12. Nous avons supposé que la courbe gauche C n'avait pas de 
poinls singuliers ; il est intéressant, pour l'application à la théorie 
des surfaces, de considérer le cas où la courbe gauche C aurait un 
certain nombre t de points triples A,, Aj, , . ., A[. Considérons 
toutes les surfaces d'ordre k{k^d ~~ a) passant par les poinls 
triples et rencontrant G en six points confondus en chacun des 
points triples. On va voir facilement, en faisant usage d'un mode 
de raisonnement analogue à celui qui a été employé plus haut, que 
le groupe des 

/.■<;- G( 

points variables est d'ordre 

En effet, parmi les surfaces remplissantla condition précédente 
se trouvent les cônes ayant pour sommet un point pris comme 
point de vue et pour bases les adjointes d'ordre k à la courbe T 
projection de C sur un certain plan. En désignant par h le nombre 
des poinls doubles apparents, on aura alors sur T un groupe de 
points en nombre 

kd — 2h — (it, 
dont l'ofdre sera 

/.y/ — j.h — IJt ■ — p. 

Or, les a/t poinls (a,, a-.), (b,, ô^), . . . sont indépendants les 
uns des autres au point de vue du nombre des conditions imposées 
à une surface d'ordre k les contenant (on le verraitpar un raison- 
nement analogue à celui du numéro 'précédent); il en résulte que 
Jes surfaces d'ordre k ayant six points de rencontre confondus 
avec chacun des points triples A, comme il arrive aux cônes qui 
viennent d'être considérés, détachent sur G un groupe de points 
en nombre 

M -et, 

dépendant exactement de 
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arbitraires. Or, soit u. le nombre des condilions exprimant qu'âne 
surface de degré k rencontre la courbe C en six points confondus 
en cbacun des points triples, le nombre des conditions pour 
qu'une surface de degré k passe par la courbe sera 

puisque, avec ce nombre de conditions, nous esprimons qu'une 
surface d'ordre k, rencontrant la courbe aux |ioints triples de la 
manière indiquée, rencontre la courbe en 

points arbitrairement pris sur elle, ce qui est impossible. 

La question proposée revient donc à évaluer [j.; à cet effet, on 
peut, par exemple, écrire que la surface doit passer par un point A 
et être tangente, en ce point, à cbacune des branches de la courbe 
C passant en A. On a ainsi, pour chaque point triple, quatre 
condilions, si les trois tangentes à C au point A ne sont pas 
dans un même plan. D'autre pari, les quatre conditions Imposées 
en chacun des points singuliers A), A^, . . ., Ajsonl certainement 
indépendantes^ car le fait, pour une surface d'ordre k{k^d — 2), 
de rencontrer C en un certain nombre de points triples A, soit 
qu'elle n'ait de contact avec aucune branche, soit qu'elle ait 
un contacl avec quelqu'une des branches passant en ces points, 
n'entraîne nullement comme conséquence que la surface ait en 
ces points un contact plus intime que celui qui résulte des condi- 
lions écrites, ou qu'elle passe par un autre des points triples. 
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que, pour les courbes 
d'ordre- A-, dans le plan de F, les conditions relatives aux nombres 
des points de rencontre confondus en un point triple sont indé- 
pendantes. 

Nous pouvons donc écrire 



, pai 



■ le nom,bre cherche des condi- 



tions exprimant qu'une surface d'ordre k[k^d^ 'i) passe 
par C, 
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Il esl nlair que cette formule pourra souvent être exacte quand ^ 
sera inférieur à cl — 2, et, en employant des considérations ana- 
logues à celle du n" 10, on aura, dans bien des cas, une limite 
beaucoup moindre ; mais il est inutile d'insister : le point que 
nous avons surtout en vue est que la formule précédente est appli- 
cable à partir d'une valeur suffisamment grande de k. 



IV. — Expression numérique de p^ ; du genre 
d'une surface. 

13. De même que, dans la théorie des courbes planes, on 
exprime le genre de la courbe par une formule où figurent le 
nombre des singularités, supposées ordinaires, de la courbe (points 
doubles ou points multiples d'ordre quelconque à tangentes dis- 
tinctes), on peut cliercher à trouver une formule numérique don- 
nant le genre géométrique pg d'une surface. 

Comme il est bien connu, en désignant par kt le nombre des 
points multiples d'ordre i, on a, pour une courbe d'ordre m, 
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Si la surface a des singularités, le genre pg peut se trouver 
diminué; nous écrirons 

t élant la diminution provenant de l'ensemble des singularités. 
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Mais ici des circonstances peuvent se présenter, qui ne se re 
contraient pas dans la théorie des courbes. 

14, Nous prendrons d'abord un cas parlicolier extrêniemi 
simple ; nous avons dit que la présence d'un point multiple ÎS' 
d'ordre q irréductible entraîne, en général, pour la surface du s 
tème canonique, un nombre de conditions égal à 

g(?-i)(g-2) 
6 

un point multiple is 

yjn--i){,n-r) y(y-i)(g-2) 



Donc, pour une surface d'ordre 
d'ordre q, on aura 



Appliquons cette formule au cas d'un cône d'ordrf 
ligne double ; nous avons q = m, et la formule donne 



Nous arrivons donc à ce résultat, que pg est négatif. Nous 
avons ainsi un exemple où la formule donne pour pg un nombre 
négatif, tandis qu'il est clair que pg-, d'après la définition même, 
est un nombre positif ou nul, et l'on a ici pg ^ o. 

Celte circonstance n'est pas la seule qui puisse se présenter. 
On pourra avoir, dans d'autres cas, une formule fournissant, en 
général, la valeur de pg, mais donnant, dans certains exemples, 
une valeur différente et inférieure à pg, tout en étant positive. II 
pourra notamment arriver, les singularités se composant de di- 
verses courbes multiples ou de divers points multiples isolés, que 
la diminution totale e dans la valeur de pg ne soit pas la somme 
des diminutions partielles provenant des diverses singularités par- 
tielles. C'est là un fait qui ne se présente jamais dans la théorie 
des courbes, où, dans la diminution du genre, chaque point sin- 
gulier agit comme s'il était seul, comme le montre le terme 
soustraclif 
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dans la formiile rappelée plus haut relative aux courbes planes. 
Prenons, pour vérifier cette assertion, le cas particulier sui- 
vant ('). Considérons les trois quadriques quelconqiies 

U(^,J',S)=0, K^,^.«)=0, iK^,^:=)-". 

Elles ont huit points communs A,, A^, --., A.e- Kn désignant 
par tt„ une forme homogène arbitraire de degré n en u, ç, w, for- 
mons l'équation 

Elle représentera une surface d'ordre 211, ayant comme points 
singuliers isolés les points A qui sont des points multiples 
d'ordre n, ne présentant d'ailleurs aucune pariicularité. Un point 
multiple isolé général d'ordre n diminue, s'il est seul, le genre 
géométrique d'une surface de 



unités. Donc ici, si dans la diminution du genre géométrique, 
chaque point A agissait comme s'il était seul, on aurait pour le 
genre de la surface 

_ 8^-g ^«-,. 

Le genre géométrique de la surface considérée serai t don c « — 1 . 
Mais on voit aisément que ce résultat est inexact; les polynômes 
adjoints Q d'ordre in — 4i dont le nombre donne /î^^, satisfont à 
la seule condition que la surface 

Q = o 

ait les points A comme points multiples d'ordre n^'i. Or, la 
surface d'ordre •in — /\ 

/„_,(»,.,«..) = 0, 

où/,;_ï est un polynôme arbitraire de degré n — 3, homogène en 



( ' ) Cet exemple est emprunté à un Mémoire de M. Castelnuovo, Osservazioni 
inlorno alla Geomelria sopra uita superficie (Bendic. Isiituto Lombarde, 1891). 
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., c, IV, remplil, ces conditions, et elle dépend de 



résiiUat bien différent de la formule trouvée phis haut, qui donnait 
Pg= n — I. Ainsi on voit, par cet exemple, que les conditions 
imposées aux adjointes du système canonique par les diverses 
singularités peuvent ne pas être indépendantes, et, par suite, 
la formule qui, dans d'autres cas, aurait donné exacte- 
ment pg, donne une valeur moindre. 

la. Dans l'exemple du numéro précédent, nous avions seule- 
ment des points singuliers isolés. Pour donner un exemple dans 
lequel se trouvent des lignes singulières, prenons une intéressante 
surface du sixième ordre étudiée par M. Noether {'). C'est une 
surface du sixième ordre ayant pour courbes doubles une courbe 
gauche C du quatrième ordre de genre un, et une droite D qui ne 
la rencontre pas. Nous formerons facilement, dans un moment, 
l'équation d'une telle surface; il est clair que l'on a pour cette 
surface 

car il ne peut y avoir de quadrique passant par C et D, puisque D 
ne rencontre pas C. D'autre part, voyons ce que nous trouverions 
pour/j.T en retranchant de 

(f,-i)((i „ a)(P^3) 
6 

le nombre des conditions exprimant qu'une quadrique passe par C, 
augmenté du nombre des conditions exprimant qu'une qua- 
drique passe par D; cette somme est égale (d'après la formule 
Ad—p-\- i) à 



î Fldcke 6"' Ordnung vont Flachengeschlecht - 



y Google 



SLR LES COUBBES GAUCHES AI.GfiBRIQUES. aSg 

nous trouverions donc pour le genre 

Voici donc encore un exemple, à rapprocher de celui du cône 
d'ordre m, où la formule fournit pour le g^enreun nombre négatif. 
Indiquons maintenant la forme de l'équation de la surface. 

Soient 

A = 0, B = o 

les équations de deux plans donnant la droite D, et 

les équations des deux quadriques dont l'Intersection donne C. 
La surface dn sixième degré, qui aura pour courbes doubles CetD, 
a pour équation ■ 

((ï„A=-i- a, AB + A3B!)o2 

les a, 6, c étant des constantes. On peut démontrer que cette sur- 
face correspond point par point à nn cône du troisième oi'dre sans 
droite double. 

16. Les exemples précédents monlrenl que l'on ne peul s'at- 
tendre à trouver une formule numérique qui donne, dans tous les 
cas, le genre géométrique /)j d'une surface algébrique. Après les 
cas particuliers que nous venons de traiter, revenons au cas gé- 
néral d'une surface ayant comme singularités nne ligne double C, 
dont nous désignerons le degré par d et le genre par/), cette ligne 
double ayant ( points triples qui sont aussi des points triples 
pour la surface. Le genre Pg de la surface est égal au nombre 

6 

diminué du nombre des conditions qui exprime qu'une surface de 
degré m — 4 passe par la courbe C. Or nous avons cherché, dans 
la section précédente, le nombre exact des conditions exprimant 
qu'une surface de degré k passe par une courbe C; nous avons 
trouvé, pour représenter ce nombre de conditions, l'expression 
(a) /-rf — a(— /)-!-r, 
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pourvu que k dépasse une certaine limite; dans le cas contraire, 
l'expression précédente n'est qu'un maximum pour le nombre des 
conditions. Par suite, si ^ = m — 4 est assez g^rand pour que l'on 
puisse avoir, parla formule ci-dessus, le nombre exact des con- 
ditions pour qu'une surface de degré »i — 4 passe par la courbe 
double, on aura 



■l)(»t-9,)(»I-3) 



■{m-!:)d^ 



Si, au contraire, il n'était pas légitime de se servir de l'expres- 
sion (a) pour k^m — 4i Is second membre de l'égalité précé- 
dente ne représenterait pas jj^, mais un nombre plus petit ; nous 
poserons, dans tous les cas, 



_ (,n-l)(m-7.)(,n-:i) 



-(m-i)d+7l+p- 



on appelle p^ le genre numérique de la surface, et l'o 
cessairement, d'après ce qui précède. 



Tandis que p^ est essentiellement positif (ou nul), le nombre p^, 
peut avoir un signe quelconque. 

17. C'est M. Cayley(') qui a remarqué le premier que la formule, 
trouvée pour pg, en se servant sans précaution de l'expression (a), 
pouvait donner un nombre négatif (*). Cet exemple, très général, 
est celui des surfaces réglées algébriques quelconques. Avant de 
l'indiquer, reprenons l'expression de p„ en introduisant, au lieu 
du genre p, le rang r de la courbe double C. On a, comme nous 
l'avons vu, 

r = d(d — i} — j.fi—Ct; 
et d'autre pari 



_ (d-l)(d-'2) 



-3 t. 



{') A. Cayley, On tlie Deficieiicy of certain surfaces [Maih. Aniialeii, t. lil, 
.871), 

( = ) Nous avons vu plus haut qu'un cône suffit pour fournir un exemple de 
surfaces à genre négatif. 
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On en déduit pour/îy, 

Ceci posé, si l'on considère une surface réglée algébrique géné- 
rale, elle a une courbe double, et sur celte courbe double un cer- 
tain nombre de points triples. Dans un Mémoire sur les surfaces 
réglées algébriques, Salmon a montré que l'on avait entre le 
degré d, le rang r et le nombre ( des points triples de celle 
courbe double, les relations 

3<=,i,,,-.i)|3<i-„i(»,-î)], 
,--.,,.(„>- 2)(m- S)- a(,.t- 6),/. 

En se servant des formules de Salmon, on Uonvo, poLir/)„ 

On voit que />« ainsi obtenu est négatif, et égal au genre, pris 
avec le signe moins, d'une section plane quelconque de la surface. 

18. La considération du genre numérique d'une surface, quand 
il ne coïncide pas avec le genre géométrique, n'offrirait que peu 
d'intérêt si ce genre numérique n'était pas, comme pg, un 
nombre invariant. Or, il résulte des remarquables recherches de 
M. Zeuthen ('), que pu est un invariant; pour énoncer avec pré- 
cision le beau théorème de M. Zeuthen, nous devons ici nous 
borner k considérer deux surfaces / et /' se correspondant point 
par point et n'ayant que les singularités ordinaires. Si m, p, d, t 
d'une pari, et m,', p' , d' , l' d'autre part, représentent les nombres 
relatifs aux surfaces /et/', on peut établir que 



(;„_,)(„, -a)(m-3) 



-(m~i,d + it^p- 



-im-~i)d'^'i 



(•) Zel'tiien, Études géométriques de quelques-unes des propriétés de deii. 
■urfaces dont les points se correspondent un à un {Math. Annalen, l. IV). 
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résultat qui est évident si p„ et/tj, sont respectivement égaux à pg 
et p', mais qui, dans les autres cas, exige une démonstration spé- 
ciale. La démonstration de M. Zeutlien, comme celle de M, Noe- 
ther ( ' ), qui a repris la question après l'éminent géomètre danois, 
sont fort longues. Nous ne les suivrons pas dans cette voie. Dans 
des travaux récents {^), M. Enriques a étudié à un point de vue 
nouveau, extrêmement fécond, le genre numérique d'une sur- 
face ; ses belles recherches trouveront place dans le Tome II de cet 
Ouvrage. 

Le fait que l'on n'a pas toujours p„^pg introduit dans la 
théorie des surfaces un élément de classification qui n'avait pas 
son analogue dans la théorie des courbes. Un premier type de 
surfaces, le tjpe général, correspond aux surfaces pour lesquelles 



p„^-Pi;- 



La surface, dai 
Uère une surfa 



, est dite / 
laquelle 



Il appellci 



19. Après avoir indiqué la formule susceptible (au moins dans 
certains cas) de donner /*g, indiquons les formules SLisceptiblcs de 
donner/?*" ety?'-'. Nous nous plaçons dans le cas général où ne se 
présente pas la circonstance spéciale indiquée au n" 6 et où l'on a, 
par suite, 

Il suffira de calculer l'un de ces deux invariants; c'est />'^' que 
nous allons obtenir le plus rapidement. Nous supposons que^o^^ a, 
et nous considérons deux adjointes distinctes du système cano- 
nique; elles ont en commun, en dehors de la courbe double G, 
une courbe V qui coupe G aux t points triples, et, en outre, en Q 



(1) NoETHER (Math. Annalen, t. VIII; Mémoire déjà cité), 
s (Mémoires cités au Chap. VU, p. 197). 
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autres points, et nous avons vu au n" 2, que l'on a 

r = d{^m — :o)—ll - fi!, 
r étant le rang de G, On en déduit 

I) = d{-zm — 10)— r — Qt. 
Or, la courber est de degré 

(m-i)'-d; 
elle coupe donc la surface^ en un nombre de points égal à 

mais, parmi ces points, ily eaa, surC, qui représentent un notnLrt 
de points d'intersection égala 



En réduisant et substituant au rang r le genre p de la courbe 
gauche, on trouve 

^W) = ,n(m — ,l)2-(im ^2i)d-i-ip+ 9'--i, 

et Von a, pour le second genre/»'" de îa courbe, 

jo'i)= m(m — 4)î-(5m-a4)rf+'i/i + 9; — 3, 

Il peut arriver ici quelque chose d'analogue à ce qui s'est pré- 
senté pour la formule donnant/»^ ; alors même qu'il n'y a pas d'ad- 
jointe d'ordre m — 4 {Pg^ o)et, par suite, quand le second genre 
/)'", tel que nous l'avons défini, n'a aucune signification, la formule 
précédente n'en continue pas moins à donner un nombre déter- 
miné positif ou négatif. Il j a donc encore lieu d'introduire, à côté 
du second genre [Ciirvengeschleckl), un autre nombre qu'on peut 
appeler le second genre numérique, mais nous n'insistons pas, 
ponr le moment, sur ces notions que nous devrons plus tard appro- 
fondir. Ce qui précède suffit pour montrer quelles surprises 
réserve la théorie des surfaces algébriques; en particulier, la dis- 
tinction qu'il peut y avoir lieu de faire, comme nous l'avons 
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montré sur des exemples, entre le genre géométrique el le genre 
numérique d'une surface, distinction qui n'a pas d'analogue dans 
la théorie des courbes planes, montre sous un nouveau point de vue 
la différence profonde qui existe entre le cas de deux variables et 
celui d'une variable, différence que nous avions déjà reocontrée 
dans le domaine de la Géométrie de situation et dans l'étude des 
intégrales de différentielles totales. 



FliN T)V TOME PREMIER. 
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